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Resumo

O presente trabalho analisou a energética linear e fracamente nao-linear dos modos
normais de um modelo atmosférico global, baroclinico, compressivel, nao-hidrostatico e
incluindo a geometria esférica da Terra. Os modos normais correspondem as solucoes de
ondas lineares livres das equagoes governantes do modelo em questao na presenca de um
estado basico em repouso e em equilibrio hidrostatico. No entanto, para simplificar a
analise matematica, considerou-se ainda um estado basico isotérmico.

Esses modos foram determinados seguindo o procedimento descrito no artigo de Ka-
sahara e Qian| (2000)). Em seguida, foi computada a energia total bem como cada uma de
suas componentes para os modos acustico-inerciais e de gravidade-inerciais e analisada a
variagao dessas energias com o nimero de onda zonal.

Da energética dos modos, foi possivel concluir que os efeitos nao-hidrostaticos sao
mais acentuados nos modos gravito-inerciais mais curtos. Além disso, foi mostrado que
a energia dos modos acustico-inerciais estd concentrada nas energias do tipo elastica e
cinética vertical. Entretanto, a energia cinética vertical diminui, enquanto a energia elastica
aumenta com o aumento do nimero de onda zonal.

Para aprofundar o estudo sobre a dinamica dos modos normais do modelo em questao,
realizou-se o estudo das interacoes fracamente nao-lineares permitidas pelo modelo. Mais
especificamente, foram analisadas as trocas de energia de um tripleto ressonante composto
por dois modos actistico-inerciais e um modo gravito-inercial. Em experimentos numéricos
foi possivel mostrar que mesmo os modos de altissima frequéncia (com periodos de oscilagao
temporal de aproximadamente 15 segundos) podem realizar trocas significativas de energia
cujo periodo de oscilagao caracteristico pode variar de algumas horas até um periodo de

aproximadamente vinte dias. Além disso, mostrou-se que essas trocas de energia modulam



as perturbacoes dos campos de vento e pressao.



Abstract

In the present monograph the linear and weakly nonlinear energetics of the normal
modes of a nonhydrostatic, compressible, and baroclinic global atmospheric model was
analized. The normal modes are the linear free wave solutions of a dynamical system
linearized around a basic state that is hydrostatic and at rest. Nevertheless, it was assumed
an isothermal basic state, so the mathematical treatment of the problem becomes less
cumbersome.

The eigenfunctions of this set of linearized equations are obtained by the method pro-
posed by Kasahara e Qian| (2000)). Then the total energy associated with the perturbations
and its components are derived from the governing equations in their Eulerian represen-
tation. Next, the functional relation between these energies and the zonal wavenumber of
the inertia-gravity and acoustic-inertia modes is analyzed.

From the normal mode’s energetics it is shown that the nonhydrostatic effects are more
apparent on the shorter inertia-gravity modes. It is also shown that the vertical kinetic
energy and the elastic energy of the acoustic-inertia modes are the dominant kind of energy
of these modes. Although as the zonal wavenumber becomes bigger, the importance of the
elastic energy grows and the vertical kinetic energy becomes less significant.

The weakly nonlinear interactions between the normal modes of the model considered
in this monograph are also analyzed. For instance, the nonlinear energy exchanges of
the resonant triads, composed of two acoustic-inertia modes and one inertia-gravity mode.
From numerical experiments it is shown that high-frequency modes (i.e., modes with period
of oscillation around 15 seconds) could significantly exchange energy, whereas the period
of these exchanges could range from a couple hours to almost twenty days long. It’s also

shown that those energy exchanges modulate the perturbations on the wind and pressure’s
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem numérica da atmosfera sempre foi limitada pela capacidade computaci-
onal disponivel. Em 1913 Lewis Fry Richardson foi o primeiro a utilizar um esquema de
diferencas finitas para resolver as equacoes que descrevem a evolucao temporal do estado
da atmosfera. Entretanto, naquela época nao haviam computadores eletronicos, tornando
a ideia de Richardson infactivel (para mais informagoes sobre a evolugao histérica da mo-
delagem numérica da atmosfera veja Lynch| (2008))). Mesmo com o advento do computador
digital os primeiros modelos numéricos utilizavam grades grosseiras. Como o espagamento
da grade esta diretamente relacionado com a escala espago-temporal dos fenomenos que o
modelo consegue resolver, é preciso simplificar as equagoes do movimento de acordo com
as caracteristicas da grade. O modelo das equagoes primitivas foi considerado por muito
tempo o modelo mais simples que conseguia descrever os fenomenos de grande-escala na
atmosfera. O crescente avanco tecnolégico tem levado ao desenvolvimento de computado-
res com processadores cada vez mais velozes e com uma capacidade de memoria e grafica
cada vez maior. Tal avango computacional tem proporcionado a realizagao de simulacoes
e/ou previsoes numéricas com os modelos atmosféricos de previsao de tempo e clima com
resolucoes cada vez maiores. A utilizacao de modelos atmosféricos globais e com alta
resolucao tem sido uma das linhas de desenvolvimento da modelagem numérica da atmos-
fera, sendo tal procedimento atualmente factivel, por exemplo, para a previsao climatica
sazonal. Uma das tendencias atuais da modelagem atmosférica é utilizar o mesmo modelo
numérico tanto para a previsao do tempo quanto para previsoes climaticas de longo prazo.
O Met Office do Reino Unido busca esse tipo de unificagao desde 1990 (Brown et al.,
2012). O modelo unificado do Met Office ja é utilizado tanto para previsao numérica

do tempo com resolucao de 1.5km para fins operacionais e com resolucao de centenas
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de metros para pesquisa, quanto para simulacoes climéticas de baixa resolugao (grade de
300km de resolucao) com escalas de tempo variando de algumas horas até centenas de
anos (Brown et al 2012). A unificacdo dos modelos de previsao numérica do tempo e dos
modelos climaticos possui véarias vantagens, como a alteracao e atualizagao desses modelos
tornam-se mais economica em relacao a alteracao e atualizacao de varios modelos para
as diferentes escalas espago-temporais, mas essa abordagem unificada também resulta em
limitagoes para o modelo. Por exemplo, pequenos erros na conservagao de massa de ar
seco geralmente sao insignificantes para a previsao regional de alguns dias, mas esse tipo de
erro é extremamente prejudicial em simulagoes climéticas de centenas de anos (Staniforth
e Wood, 2006)). A abordagem unificada também afeta as aproximagoes utilizadas no nicleo
dinamico do modelo. Por exemplo, a aproximacao hidrostatica ¢ uma boa aproximacao
para os movimentos de escala planetaria e sindtica, mas deixa de ser adequada para des-
crever fenomenos de mesoescala. Consequentemente, a utilizacao de modelos globais de
altissima resolucao (com espagamentos entre os pontos de grade menores que 10km) re-
quer o uso de modelos atmosféricos nao-hidrostaticos, uma vez que efeitos nao-hidrostaticos
tornam-se relevantes para modelos globais capazes de resolver estruturas atmosféricas com
comprimentos de onda da ordem de 70km em latitudes médias (Daley| [1988). Para mo-
delos oceanicos, a aproximacao hidrostatica deixa de ser valida para escalas horizontais
entre 1 — 10km (Marshall et al., [1997). Portanto, entender a dinamica de modelos globais
nao-hidrostaticos é uma questao de suma importancia.

Para entender do ponto de vista tedrico a dinamica dos modelos atmosféricos globais e
nao-hidrostaticos, torna-se necessario analisar os modos normais desses modelos. Os modos
normais representam os movimentos naturais de um sistema dinamico e correspondem as
solugoes caracteristicas das equagoes linearizadas, sem forgante, e em torno de um estado
basico em repouso, constituindo assim as diferentes escalas que compoem a circulagao
atmosférica. O presente trabalho tem por objetivo analisar a energética dos modos normais
de um modelo global nao-hidrostatico e também analisar as interacoes fracamente nao-

lineares desses modos normais.
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1.1. Equacgoes Aproximadas da Dinamica dos Fluidos Geofisicos

Durante muitos anos o sistema de equacoes conhecido como “equagoes primitivas”foi
utilizado como nicleo dinamico dos modelos numéricos globais de previsao do tempo.
Neste modelo considera-se as equagoes de Navier-Stokes para um fluido inviscido em co-
ordenadas esféricas e num referencial ndo-inercial em rotagao uniforme (Gill, 1982). Além
disso considera-se trés aproximacoes: (i) a aproximagcao hidrostética, (i) a aproximagao de
um fluido raso e a (iiz) aproximagao tradicional (White et al. 2005; [Vallis, 2006). Na
aproximacao hidrostatica os termos métricos, a componente vertical da forca de Coriolis
e as aceleragoes local e advectiva sao desprezadas da componente vertical da equacao da
conservagao do momento, resultando num balango entre a forga gravitacional e a compo-
nente vertical da forca devido ao gradiente de pressao. Na aproximagao de um fluido raso a
coordenada radial r é reescrita como r = a+ z, onde a é o raio da Terra e z é a altura local
logo acima da superficie terrestre. Por fim, a aproximagao tradicional despreza os termos
métricos proporcionais a componente vertical do campo de vento e os termos da forca de
Coriolis proporcionais ao cosseno da latitude. As trés aproximagoes empregadas no modelo
das equagoes primitivas sao apropriadas para sistemas rasos, ou seja, quando a escala ho-
rizontal caracteristica for muito maior que a escala vertical caracteristica (Pedlosky, [1987;
Miiller, |1989).

White et al.| (2005) apresenta trés modelos atmosféricos globais que resultam do en-
fraquecimento das hipdteses utilizadas no modelo das equacoes primitivas e, portanto,
sao mais adequados para a nova geracao de modelos atmosféricos globais. Os trés mo-
delos ainda utilizam a aproximacao de uma superficie geopotencial esférica. O primeiro
modelo é o modelo nao-hidrostatico profundo onde aplica-se apenas a aproximacao do
geopotencial esférico nas equagoes de Navier-Stokes para um fluido inviscido, em coorde-
nadas esferico-oblatas e num referencial nao-inercial em rotagao uniforme. Partindo do
modelo nao-hidrostatico profundo pode-se obter o modelo quase-hidrostatico, ou o modelo
nao-hidrostatico raso. O modelo quase-hidrostético resulta da omissdo do termo dw/dt
da componente vertical da equacao do momento. O modelo nao-hidrostatico raso resulta
da aplicac@o da aproximagao de um fluido raso (i.e., aproximagoes (ii) e (7i7)) no modelo
nao-hidrostatico profundo. Por fim pode-se obter o modelo das equagoes primitivas ao apli-

car a aproximacao de um fluido raso no modelo quase-hidrostatico ou omitindo o termo
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Modelo
Nao-
Hidrostatico

Profundo

Modelo

Sistema

Completo

Modelo

Nao- Equacoes

Hidrostatic Primitivas

Raso

Figura 1.1: Diagrama representando a relagdo entre os modelos Nao-Hidrostatico Profundo, Quase-
Hidrostatico, Nao-Hidrostatico Raso, Equagoes Primitivas Hidrostédtica e o modelo com as equagoes ori-
ginais. As letras G, H e S indicam quais aproximacoes sao utilizadas para obter um sistema de equagdes
de outro sistema. O simbolo G indica a aproximagdo do geopotencial esférico, H indica a omissdo do
termo dw/dt da componente vertical da equagdo do momento e S indica as aproximagoes associadas a

uma atmosfera rasa. Figura retirada de [White et al.| (2005]).

dw/dt da componente vertical da equagdo do momento do modelo nao-hidrostatico raso.
A relagao entre os modelos citados acima esta representada de forma grafica na Figura|l.1]

No presente trabalho sera considerado o modelo nao-hidrostatico raso.

1.2.  Modelos Nao-Hidrostaticos e Quase-Hidrostaticos

E possivel classificar os modelos utilizados em dinamica de fluidos geofisicos em duas
classes: modelos hidrostaticos e modelos nao-hidrostaticos. A principal diferenca entre
essas duas classes esta na presenca de modos actisticos de altissima frequéncia nos modelos
nao-hidrostaticos. Isso pode ser mostrado facilmente ao considerar um modelo bidimensi-
onal para as equagoes de Euler de um fluido adiabético (Pielke, 2002; |Gill, 1982} |E.ckart,
1960). Num esquema numérico explicito, para garantir a estabilidade numérica do mesmo,
o passo de tempo utilizado na integracao do modelo deve ser menor que espacamento da
grade dividido pela velocidade do movimento mais rapido existente no modelo, isto é, o
modelo deve satisfazer a condi¢do de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Como as ondas de
som sao as ondas nao-eletromagnéticas mais rapidas presentes na atmosfera, a presenca
dessas ondas implica numa grande limitagao no passo de tempo de integracao do modelo.

Além disso, acredita-se que os modos acusticos nao sao importantes para a maioria dos
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problemas encontrados em meteorologia de mesoescala (Pielke, [2002)).

Devido a limitagao imposta pela condicao CFL muitos dos estudos relacionados aos mo-
delos globais nao-hidrostaticos tem como objetivo filtrar os modos actisticos ou contornar a
limitacao imposta pela condicao CFL. Existem algumas formas de contornar esse problema:
a utilizacao de filtros digitais, método da iniciagao linear ou nao-linear por modos normais,
esquemas numeéricos split-explicit ou ainda esquemas numéricos semi-implicitos (Daley,
1988; Murakami e Matsumural 2007)). Klemp et al. (2007) propde um esquema numérico
split-explicit conservativo para integrar modelos compressiveis e nao-hidrostaticos; Dudhia
e Bresch) (2002) apresenta a versao global de um modelo numérico de mesoescala onde um
esquema numérico split-explicit é utilizado para amortecer os modos acusticos de forma
seletiva; (Giraldo et al.| (2010]) apresentam varias formulag¢oes semi-implicitas da equagao de
Navier-Stokes com aplicacoes em modelos atmosféricos compressiveis e nao-hidrostaticos;
Klein| (2009) mostra para quais limites assintéticos alguns modelos anelésticos sdo consis-
tentes com o modelo totalmente compressivel, de tal forma que esses modelos aneldsticos
possam ser tteis na construcao de modelos atmosféricos robustos; Murakami e Matsumura
(2007) propoem um novo método de iniciagao nao-linear por modos normais que visa dimi-
nuir a necessidade de armazenamento de dados para a utilizacao dos métodos convencionais
de iniciacao nao-linear por modos normais. Existem muitos outros trabalhos relacionados
a dinamica atmosférica global nao-hidrostatica, mas a maioria desses trabalhos buscam a
maneira mais eficiente de contornar a limitagao gerada pelos modos actusticos.

Nos modelos hidrostéticos o termo da aceleragao vertical dw/dt é removido da compo-
nente vertical da equagdo da conserva¢ao do momento. Essa remogao do termo dw/dt por
sua vez remove (filtra) as ondas acisticas. Nos modelos ndo-hidrostéticos o termo dw/dt
¢ mantido e consequentemente os modelos nao-hidrostaticos apresentam modos actsticos
como uma das possiveis solucoes caracteristicas do modelo. Os modelos nao-hidrostéticos
podem ser classificados em elasticos e aneldsticos. Os modelos eldsticos correspondem aos
modelos totalmente compressiveis, enquanto nos modelos anelasticos elimina-se o termo
dp/0t da equacao da continuidade. Ao eliminar o termo dp/dt surge a necessidade de mo-
dificar as equagoes do movimento e/ou da termodinamica para que o sistema das equagoes
governantes seja consistente. As diferentes modificagoes nas equagoes do movimento e da
termodinamica resultam em diferentes modelos anelasticos. [Davies et al.| (2003)) discute as

diferentes aproximacoes aneldsticas e a validade das mesmas. A importancia em classificar
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os modelos nao-hidrostaticos em eldsticos ou anelasticos estd associado ao fato de que os
modelos anelasticos filtram os modos acusticos que propagam-se na vertical e portanto
elimina-se a limitacao imposta pela condicao CFL na presenga dos modos actsticos.

Devido as limitagoes impostas pela condicao CFL e por acreditar-se que os modos
acusticos de altissima frequéncia nao tem importancia significativa para descrever os pro-
cessos dinamicos da atmosfera, os tltimos estudos relacionados aos modelos nao-hidrostaticos
procuram métodos de filtrar e/ou eliminar os modos acisticos.

A grande diferenca entre o modelo das equagoes primitivas e o modelo quase-hidrostatico
esta na presenca dos termos da forca de Coriolis proporcionais ao cosseno da latitude. Esses
termos da forga de Coriolis sdo chamados de termos de Coriolis Nao-Tradicionais (NTC).
A eliminagao dos termos NTC na aproximacao tradicional foi um dos pontos de maior
discussao no modelo das equacoes primitivas. A eliminacao dos termos NTC garante que
o modelo das equacoes primitivas conserve momento angular e vorticidade potencial, além
de garantir a separabilidade das estruturas horizontal e vertical das equagoes governan-
tes linearizadas responsaveis pela caracteristica dos modos normais do modelo (Thuburn
et al., 2002a; [Kasahara, [2004). Porém, os termos NTC podem ser importantes em regioes
proximas ao equador (Bretherton, 1964) e para a dinamica de mesoescala (Draghici, [1989).
Ainda nao se sabe exatamente qual o papel dinamico dos termos NTC, mas recentemente
véarios estudos tém sido feitos nesse sentido (Kasahara e Gary, 2006, 2010; [Fruman e

Shepherd, [2008; Itano e Kasahara) 2011; Hayashi e Itano, [2012).

1.2.1. Modos Normais

Como mencionado anteriormente, para entender a dinamica de um modelo é necessério
conhecer os modos normais do mesmo. Além disso, no contexto dos fenomenos fracamente
nao-lineares, as solucoes caracteristicas das equacoes linearizadas em torno de um campo
bésico em repouso (i.e., os modos normais) podem ser utilizados como fungoes base para
a expansao da solucao do sistema mesmo no caso de estados béasicos mais realistas, como
no caso nao-linear e também o caso com forcante. Este procedimento é o principio do
método de Galerkin (i.e., método espectral). Neste trabalho os modos normais serdo
utilizados para estudar os fenémenos fracamente nao-lineares do modelo nao-hidrostatico
raso. Mais especificamente os modos normais correspondem as oscilacoes de pequena

amplitude do modelo em torno de um estado béasico caracterizado por uma atmosfera
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em repouso, horizontalmente homogénea e estavelmente estratificada na vertical. Nessas
condicoes, a hipdtese do equilibrio hidrostatico para o estado béasico é necessaria para
que o mesmo constitua uma solugdo de equilibrio do sistema. Kasahara e Qian| (2000)
propuseram uma metodologia para obter os modos normais de um modelo atmosférico
global nao-hidrostéatico, compressivel e baroclinico (i.e., o0 modelo nao-hidrostético raso).
Além disso, Kasahara e Qian| (2000) analisaram a relacao de dispersao dos modos normais
do modelo nao-hidrostatico raso. O presente trabalho tem por objetivo estender o estudo de
Kasahara e Qian (2000), analisando a energética linear e fracamente nao-linear dos modos
normais do modelo nao-hidrostatico raso. Entre as interacoes fracamente nao-lineares a
interacao entre tripletos ressonantes foi utilizada para estudar como ondas tropicalmente
confinadas podem excitar onda de Rossby barotrépicas em médias latitudes (Raupp et al.,
2008; Khouider et al., 2013).

Nos modelos globais nao-hidrostaticos os termos NTC nao afetam de forma significa-
tiva os modos gravito-inerciais e os modos de Rossby-Hauwritz, porém afetam de forma
significativa a estrutura dos modos acustico-inerciais presentes no modelo nao-hidrostético
profundo (Thuburn et al., 2002a). Além disso, os termos NTC, ao utilizar-se condigoes
de contorno do tipo tampa rigida na vertical, dao origem a um novo modo normal de
oscilagao, o Boundary-Induced Inertial Mode (BII) (Kasahara) [2003bja; Thuburn et al.,
2002b).

A utilizacao de modelos nao-hidrostaticos implica no aparecimento de modos acusticos
entre as solugoes caracteristicas do sistema. Além disso, nos modelos globais nao-hidrostaticos,
a frequéncia dos modos gravito-inerciais passam a ser limitados superiormente pela frequéncia
de Brunt-Viisila e, portanto, os modos gravito-inerciais mais curtos sao afetados pelos
efeitos nao-hidrostaticos (Daley, [1988; Kasahara e Qianl 2000). E importante ressaltar
que ambos os modelos nao-hidrostaticos raso e profundo apresentam os modos actusticos
como solucao caracteristica do sistema, entretanto a versao rasa é o modelo global nao-
hidrostatico mais simples que permite a existéncia dos modos actsticos. Por esse motivo

o modelo nao-hidrostatico raso serd o modelo utilizado para o estudo aqui desenvolvido.
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1.3.  Objetivos e Organizacao do Texto

Este trabalho tem por objetivo analisar a energética dos modos normais de um modelo
global nao-hidrostético e as interagoes fracamente nao-lineares entre os modos normais
exclusivos dos modelos nao-hidrostaticos. Uma das principais caracteristicas dos modelos
nao-hidrostaticos estd na presenca dos modos actisticos como uma das solugoes carac-
teristicas. Esses modos acusticos, em geral, sao considerados como ruidos (i.e., fisicamente
irrelevantes) e devido a limitacao no passo de tempo de integracao imposta pela condigao
de CFL na presenca desses modos, os mesmos costumam ser filtrados e/ou eliminados dos
modelos. No presente trabalho também serd analisado as interagdes nao-lineares entre os
modos normais presentes no modelo. Mais especificamente, serao analisadas as trocas de
energia num tripleto ressonante formado por dois modos acusticos e um modo de gravidade.

Primeiramente, no capitulo [2| as equagoes que representam o modelo nao-hidrostatico
raso sao apresentadas. E assumindo que as variaveis dinamicas podem ser escritas como a
soma de um campo basico mais uma perturbacao em relacao ao campo basico, obtém-se as
equacgoes governantes do problema abordado. No capitulo |3| os modos normais do mesmo
sao determinados, seguindo o procedimento proposto por Kasahara e Qian| (2000), e em
seguida, sera derivada a partir das equagoes governantes na forma Euleriana a energia
total referente as perturbagoes e, a partir da decomposi¢do modal desta energia (via teo-
rema de Parseval), serd analisada a energética dos diferentes modos de oscilagao presentes
no modelo. No capitulo [4 utilizando um método perturbativo determina-se as equagoes
dinamicas que descrevem as interacoes fracamente nao-lineares do sistema. Posteriormente
essas equacoes dinamicas sao simplificadas para o caso das interagoes nao-lineares de ape-
nas trés modos normais. Partindo da relacao de dispersao dos modos normais do modelo
determina-se um tripleto ressonante composto por dois modos acisticos e um modo de
gravidade. As equacgoes que descrevem a evolucao temporal da amplitude dos modos que
compoem um tripleto ressonante sao resolvidas e é feito uma andlise das trocas de ener-
gia entre os modos que compode o tripleto. Por fim, no capitulo |5/ sao apresentados as

conclusoes do trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Equacoes Governantes e Teoria da Perturbacao

O modelo descrito em Kasahara e Qian| (2000) é global, nao-hidrostatico, compressivel
e baroclinico. Para escrever as equagoes do movimento, nao sera utilizado um sistema de
coordenadas esféricas convencional, mas um sistema de coordenadas esférico oblato, na
forma de um elipsoide, discutido no livro de |Gill (1982). Nesse sistema de coordenadas
temos ¢ como a latitude, A como a longitude e z como a altitude relativa ao raio da Terra

a, suposto constante. Neste contexto, as equacoes da conservagao do momento linear sao

dadas por:

du U 1 6p

— _ (920 ing¢— =— — + F 2.1

dt ( - acoS¢) (veing —weosg) pa cos ¢ O i 2
dv  wv u . 1 dp
Tt (”” ¢> e = et 22
dw  v? u 10p
=2 _ (20 = - — F 2.
dt a ( +acoS¢)UCOS¢ p Oz g9 2

onde u, v, w, sao as componentes zonal, meridional e vertical do campo de velocidade,
respectivamente, €2 é a velocidade angular da Terra, p é a densidade do ar e Fy, F), F, sao
as componentes meridional, zonal e radial da forga viscosa, g é a aceleracao da gravidade,
considerada constante, e p é a pressao. Note que d/dt é a derivada total, que seréd definida
posteriormente.

Para obter as equacoes utilizadas no modelo, considera-se um fluido inviscido e, além

disso, via andalise de escala, desconsidera-se os termos devido a curvatura do sistema de
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coordenadas e alguns termos associados a aceleracao de Coriolis, obtendo:

du utan ¢ B 1 0Op
dt (f L ) v pa cos ¢ O 24)
dv utan ¢ 1 0p
dt+(f+ - )u- 00 (2.5)
dw  10p
Hogr = _p(?z -9 (2.6)

onde 6y ¢ igual a 1 para o caso nao-hidrostatico e 0 para o caso hidrostatico.
Para fechar o sistema de equagoes, consideramos também a equacao da continuidade, a

equacao de estado do géas ideal e a equacao da termodinamica para movimentos adiabaticos:

dp - = Ow
— V4+—1=0 2.7
dt te (V + 8z) 27)
p = pRT (2.8)
dp dp
— =vRT— 2.9
at 7 at (2.9)

onde T ¢ a temperatura, R ¢ a constante dos gases para o ar seco, v = C,/C,, onde C,, é
o calor especifico para pressao constante e C,, é o calor especifico para volume constante.

Os operadores diferenciais utilizados nas equagoes acima sao definidos por:

d 0 5 o 0

E—E—FV-V—I-’LU% (2.10)
- u 0 v 0
V.V_acos¢5+56_¢ (2.11)
- 1 ou 0

Em —, V= (u,v) representa o vetor vento horizontal e f = 2Q)sin ¢ refere-se ao
parametro de Coriolis. O sistema de equagoes — ¢ a versao nao-hidrostéatica do
modelo das equagoes primitivas e é conhecido como modelo nao hidrostatico raso |White
et al. (2005)).

Para poder analisar a energética dos modos normais do modelo nao hidrostatico raso
vamos assumir que as variaveis dinamicas podem ser escritas como uma perturbacao so-

breposta a um estado basico:
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u(p, A, z,t) = ug + u'(¢, A, 2, 1) (2.13)

v(p, N\, 2,t) = vy + V' (P, A, 2, 1) (2.14)

w(¢7 A’ Z? t) = wo +w/(¢7 )\7 Z7t> (2 15)

p(d, A, 2, 1) = po(2) + 1'(, A, 2, 1) (2.16)

p(&, A, 2,t) = po(2) + p'(¢, A, 2, 1) (2.17)

T(p, N\, 2,t) =Ty +T' (P, A\, 2, 1) (2.18)

supondo que o estado bésico ¢é isotérmico, hidrostatico e esta em repouso, ou seja:
up = vg = wo = 0,po = po(2), po = po(2), To = const (2.19)
Em ([2.19)), os perfis de py(z) e po(2) estao em equilibrio hidrostatico, ou seja:

dpo

—_— == 2.20

o = Py (2.20)

Substituindo (2.13))-(2.20) nas equagoes (2.4)-(2.9)) e retendo somente os termos de até

segunda ordem em termos das perturbagoes, obtém-se:

83_17{ - apo iosqﬁ?)_]/)\/ = Vv - w/é;_i " u;lv/ tan ¢+ (w?]pc—los¢g—]j< 221

% + fu + aimg—g =-V'.w - w’g—i - “/au/ tan ¢ + a%gg—j (222)
Oig%}:—%pé)w/vao <V~‘7’+aat/) ——CLSQ <‘7"Vp’+w'g—i/)+ (2.24)

+ %% (—gpow’ + %—Zj) -0 (V V' %i/)

%—Ht, + N2w'py=-V'-VO — w'(g—i, + C%% (—gpow' + %—Zj) (2.25)

onde N ¢ a frequéncia de Brunt-Viiséla, Cy a velocidade de propagacao das ondas sonoras

puras, V - V' o divergente da perturbacao do campo de vento horizontal e #' representa
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uma mudanca de varidvel conveniente, sendo dados por:

Ldpy g gk

N? = — Z ) = 2.2
g<ﬂo dz +C§) H (226)
C? = yRT, (2.27)

- 1 ou’ 0

W= ([ Dy 2.2
V.-V P ( + a¢(v cosgb)) (2.28)
0 = ép’ —gp (2.29)

onde H = R1T}/g é a escala de altura de uma atmosfera isotérmica e k = R/C,.

A frequencia de Brunt-Vaisila estd associada ao movimento oscilatério de uma par-
cela de fluido, quando a mesma, estando estaticamente estavel, é deslocada do seu ponto
de equilibrio, o que resulta no surgimento de uma forca restauradora, proporcional ao
deslocamento da parcela.

Kasahara e Qian| (2000)) utilizaram a mesma teoria de perturbacdo mas retendo somente
os termos de primeira ordem (lineares) em relagao as perturbagoes. Logo, o estudo aqui
realizado visa estender a teoria de |[Kasahara e Qian| (2000) para os modos normais nao

hidrostaticos de modo a incluir os termos nao lineares de mais baixa ordem (quadraticos).

O sistema ([2.21))-(2.25)) pode ser reescrito da seguinte forma:

(2.30)

- T, e ,
onde @ := [u/, v, w',p/,§']" é um vetor com as varidveis dinamicas, N' é um vetor com os

termos nao-lineares quadraticos:

V'V — w’ad”—i—“” tanng—ap Clos(b%’;\
V'V —w'%—”z—%tangb—l—%%
N (@, @) = V'V — w2 23—1”+g% (2.31)
—CLS<V Vp+w’8p>+02T pow’ + 3 >—,0’<V-‘7"—|—83—”“Z/>

_V/ Vo —

/89

¢

L_
C?

e L é um operador diferencial linear definido por:

<—gp0w’ + %)
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& -f 0 o X
& 0 i 55
0 0 i (gt
ad s (cosody—sino) w(2-&)  &&
0 0 poN? 0

—Ll (232)
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Capitulo 3

Modos Normais do Sistema Linearizado

3.1. Modos Normais do Sistema Linearizado

Para estudar as interagoes fracamente nao-lineares permitidas pelo modelo (2.30)) uti-
lizaremos uma expansao de Galerkin para representar as varidveis dinamicas. Neste caso
utilizaremos como fungoes base as autofungoes da versdo linearizada de (2.30) ( i.e., as

solugoes caracteristicas de ([2.30) quando N = 0), ou seja:

Li =0 (3.1)

Kasahara e Qian (2000) resolveram o problema para condicoes de fronteira do
tipo tampa rigida na vertical, ou seja, w’' = 0 em z = 0 e z = zp e supondo regularidade
da solucao no polos. Assim, nesta secao do presente capitulo mostraremos em detalhe o
desenvolvimento tedrico bem como o esquema numérico propostos por Kasahara e Qian
(2000) para obter os modos normais do sistema . De acordo com Kasahara e Qian
(2000), uma separagao de variaveis conveniente para obter as solugoes caracteristicas do

sistema (|3.1]) é dada por:

o2 U(¢)¢(2)

P ' iV(9)¢(2)

p61/2p/ = | P(¢)&(2) | exp [i(sA — at)] (3.2)
pé/Qw’ iP(¢)n(2)
|| P

onde i representa a unidade imagindria, s é o numero de onda zonal e o é a frequéncia

temporal de oscilagao dos modos. Substituindo ([3.2)) na equacao (3.1]), obtemos o seguinte
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problema de autovalor:

sP
—oU — fV + il (3.3)
1dP
d§

—00 + N*n =0 (3.6)
dn

o d _ 1 dpg g
- il ply (=0, I _ )
C§€+acos¢ 3U+d¢(Vcos¢)]§ +dz <2p0 7 +OS2)77 0 (3.7)

onde o parametro I' é definido posteriormente em (3.15)). As equagdes (3.3)) e (3.4]) contém

termos que dependem apenas de ¢ e nenhum termo que depende de z. Por outro lado, as
equacgoes e possuem termos que dependem apenas de z. Na equagao apenas
o segundo termo depende de ¢, enquanto os outros termos sao fungoes de z. No intuito de
excluir essa depéndencia em ¢ dessa equacao, introduz-se o parametro de separacao h,.

A partir das equagoes (3.3) e (3.4]), é possivel obter uma expressao para U e para V:

B 1 osP fdP
ey (acow " Ed_as) (38)

V:

02— f? Ed¢+ a cos ¢ (3.9)

Com o auxilio de (3.8) e (3.9), o termo da divergéncia horizontal em (3.7) pode ser

1 (O’E QstinéP)

reescrito apenas em funcao de P, i.e.,

1 d B
P {SU—F %(V Cos ¢)1 =oH(P) (3.10)

com o operador H, sendo escrito como:

o 5 so QQsin¢i
Hi:=0 [aacosgb(a2 - f?) (acosqb L dqb)]

1 d 1 2€)sin ¢ ocoso d
_g{aacos¢%(02—f2( . T d_qﬁ))} (8:11)

O operador Hy, é conhecido como operador da maré de Laplace.

Dada a dependéncia em ¢ da equagao (3.7)), define-se o parametro de separagao he:

Hy(P)=—P (3.12)
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A equagao (3.12) refere-se a condi¢do para que existam solugdes separaveis em ¢ e z ou a
condicao de separabilidade da solucao. O parametro de separacao h, ¢ também conhecido

como altura equivalente e foi introduzida por Taylor| (1936)), no contexto hidrostético.

Utilizando (3.12)) e (3.11]) é possivel reescrever (3.7) como:

ot (Oi - i) — Li(n) (3.13)

onde o operador L; é dado por
Ly:=—-T (3.14)

Em (3.14)), o parametro I" é definido como,

1 dpo g_l(g Nz)_1—2/<a

c: g H

- 2pp dz 0_3_5

(3.15)

sendo H = RTy/g. O parametro I' é importante na teoria das oscilagdes em fluidos
geofisicos, como no problema do ajuste para o equilibrio, na presenca da forca gravitaci-
onal, de um fluido compressivel e estratificado (Gill, [1982). O parametro I' também esta
associado ao processo de expansao adiabatica (Eckart, (1960)).

Vale notar que as equacgoes (3.5)), (3.6) e (3.13) descrevem a estrutura vertical dos
modos normais, enquanto as equagoes (3.12)), (3.8) e (3.9) fornecem a estrutura horizontal

dos mesmos. Portanto, o problema resume-se em resolver as equagoes (3.5)), (3.6) e (3.13)

para obter as fungoes 6, £ e n. Com a estrutura vertical resolvida, o préximo passo ¢é

resolver ([3.12) com P sendo a autofungao e por fim determinar U e V por (3.8) e (3.9),

respectivamente. Assim, com o intuito de resolver o problema de autovalor para a estrutura

vertical dos modos, eliminando € e & das equagoes (3.5)), (3.6) e (3.14]) chega-se em

d2n
— — Ty = 1
T2t (A=T)n=0 (3.16)
onde
AP (R G N S (3.17)
= ghe 052 HO .

A equagao (3.16]) é a equagao da estrutura vertical, no caso isotérmico, que governa a

~ . 1/2 ~ .~
dependéncia de Po/ w’ com a altura z. A solugao de (3.16)), com condig¢oes de contorno do
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tipo tampa rigida (“rigid lid”), dadas por (3.25), é dada por:
n(z) = Agpsinkz (3.18)
desde que seja satisfeita a relagao:
k2412 =) (3.19)

onde A, é uma constante arbitraria, k = kr/zr, e k = 1,2,.... Substituindo (3.18)) em
(3-13), segue que:

£(z) = L1 71A’“(1% kz — T'sin kz2) (3.20)
Z) = 052 gh,e o COSKZ SN K2 .

Com 7 e ¢ determinados pode-se determinar 6(z) através de (3.6

0(z) = N72n (3.21)

Uma solucao especial de (3.3)-(3.7]), ndo incluida em (3.18)-(3.21f), ocorre quando néo

ha movimentos verticais, ou seja w’ = 0. Nesse caso, devido a separacao de varidveis
utilizada, também teremos que 7(z) = 0. De ({3.13), segue que esta solugao especial é

caracterizada por um parametro de separacao h, dado por:

¢ H 7

hex - gH (322)

g 1—k
No caso da atmosfera Terrestre, h., vale aproximadamente 10km. Vale notar que, como
w' = 0, essa solucao também existe na aproximacao hidrostatica. De e ,
verifica-se que esta solugao estd associada com o autovalor A = 0. Considerando n = 0 e
as equacoes e , segue que a estrutura vertical das flutuagoes do vento horizontal

e da pressao associadas a este modo ¢é dada por:

§(z) = &e (3.23)

onde & é uma constante arbitraria. Com essa estrutura vertical, a estrutura horizontal
serd composta apenas por oscilagoes de primeira e segunda espécies, pois os movimentos
verticais sao identicamente nulos e essa solucao também existe no caso hidrostatico, quando

oy = 0, onde ndo existem modos acustico-inerciais (i.e., oscilagoes de terceira espécie) na
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estrutura horizontal. Portanto, para este modo vertical caracterizado por h, = h;, 0
movimento horizontal é composto apenas por oscilacoes de primeira e segunda espécies.
Neste caso, as oscilacoes de primeira espécie, ondas gravito-inerciais de leste e de oeste,
sao chamadas de ondas de Lamb (Gill, 1982), pois Lamb estudou a propagacao de ondas
numa atmosfera isotérmica, compressivel, sem rotacao e com movimentos adiabaticos.
Porém, no presente modelo oscilagoes de segunda espécie (ondas de Rossby-Haurwitz)
também existem no contexto do presente trabalho porque o modelo proposto é (além de
isotérmico, adiabatico e compressivel) global e estd em rotagdao. Entdo, para o autovalor
A = 0 da estrutura vertical, daqui em diante denominaremos esse ultimo modo de modo
externo enquanto as oscilagoes de primeira espécie associadas a este modo vertical serao

denominadas ondas de Lamb.

3.1.1. Problema de autovalor

O sistema de equacoes —, com condigoes de contorno apropriadas, resultam
em dois problemas de autovalor para as estruturas vertical e horizontal. Para o caso
hidrostatico, o parametro de separacao h. é obtido resolvendo apenas estrutura vertical
e uma vez que o valor de h, é fixado, é possivel determinar o resolvendo a estrutura
horizontal.

No caso nao-hisdrostatico, porém, a altura equivalente h,. e a frequéncia o estao pre-
sentes tanto no problema da estrutura vertical como no problema da estrutura horizontal
e, portanto, os dois problemas devem ser resolvidos simultaneamente como um sistema de
equagoes acopladas. Como a estrutura horizontal s6 pode ser resolvida numericamente,
um método iterativo, proposto por |[Kasahara e Qian| (2000), é utilizado para determinar o
e he.

Para resolver o problema da estrutura horizontal, impoe-se que P(¢) seja uma fungao

regular nos polos, ou seja:
7
P:Oem¢:§e¢:—— (3.24)

Dessa forma, especificando-se um valor para h,, é possivel determinar a autofungao P(¢) e
o autovalor o da equagao (3.10). O método de obtencao e as propriedades das autofungoes
da estrutura horizontal, ou seja, as autofuncoes do operador da maré de Laplace, ja foi

discutida de forma extensiva por Hough| (1898); [Longuet-Higgins| (1968); Kasahara/ (1976,
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1977, 11978); |Chapman e Lindzen (1970)); Swarztrauber e Kasahara (1985); |Bonatti et al.
(1983); Bonatti e Silva Dias| (1983)), entre outros. |[Bonatti et al.| (1983) calculam as fungoes
de Hough a partir de um modelo de equacoes primitivas e analisam as caracteristicas
dispersivas dos modos, a questao do reforgo e a aplicabilidade desses modos na previsao do
tempo. Bonatti e Silva Diag| (1983) descrevem um modelo espectral barotrépico nao-linear
e global de equagoes primitivas, onde as funcoes de Hough sao utilizadas como fungoes
base do modelo espectral. Além disso, Bonatti e Silva Dias (1983) discutem, baseados na
estabilidade numérica e dispersao dos modos, qual esquema numérico deve ser utilizado
para a integracao da amplitude dos modos normais utilizados na expansao espectral e
comparam os esquemas de inicializagao linear e nao-linear por modos normais no modelo
considerado.

Para o problema da estrutura vertical, é comum impor que w’ = 0 em z = 0, como
condi¢ao de contorno na regiao inferior. Como condi¢ao de contorno superior, geralmente
é imposto que a energia cinética das perturbagoes seja limitada quando z — oo (Kasahara
e Qian, 2000). Mas como o objetivo deste estudo sdo os modos normais, impoe-se uma
condicao de fronteira rigida, tanto na superficie como no topo da atmosfera. Assim, a

condicao de contorno vertical ¢ dada por:
n=0emz=0ez=2p (3.25)

onde z7 é a altura do topo hipotético da atmosfera.

3.1.2.  Solugao da estrutura horizontal(Fun¢oes de Hough)

As equagoes que compoe o problema de autovalor e autofuncao e as condigoes de con-

torno para a estrutura horizontal sao dadas por:

—aU—fV+aCSi¢:0
1dP
fU—i—aV—i—a%:O
HL(P)_;LEP
P:Oemqﬁzgeqﬁ:—g

e a solucao desse problema é apresentada em detalhes no artigo de |Longuet-Higgins (1968)).
Entretanto, nesse artigo foi utilizado um sistema de coordenadas esférico, diferente do sis-

tema de coordenadas proposto neste trabalho. Consequentemente, nesta secao da presente
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dissertagao o problema de autovalor referente a equacao da maré de Laplace descrito acima
serd abordado novamente, seguindo basicamente a mesma metodologia de [Longuet-Higgins
(1968) mas adaptada ao sistema de coordenadas utilizado no presente trabalho. Tal pro-
cedimento aqui abordado corresponde aquele adotado por Kasahara (1976, 1977, 1978).
Logo, sera descrito neste item da presente secao a metodologia apresentada por Kasahara
(1976, 1977, 1978)) para obter as autosolugdes da equagao da maré de Laplace. Além
disso, devido ao ansatz da solugao dado por , sera considerado a seguinte substituicao
0/OX — is.

Primeiramente serao deduzidas algumas identidades que auxiliarao na solugao do pro-
blema. Por exemplo, o laplaciano no sistema de coordenadas aqui utilizado é definido como

(Gilll, [1982):

V?= 5 - ! 0 (cosng)] (3.26)

a2cosd? | a?cos ¢? Do
Pela identidade de Helmholtz, o campo de velocidade V= (u,v) pode ser decomposto

por uma soma de dois campos vetoriais, um irrotacional dado por V& e outro solenoidal

representado por V x U =V x (0,0, ) = k x Vi:

V=V®+kxVy (3.27)
1 00 10y 109 1 oy
=——--—-——=,—— — 2
(Cosgzﬁa)\ a@¢’a@¢+acos¢8A> (3:28)
onde k é o versor na direcao vertical. Escrevendo em componentes, segue que:
is 10v
u = acosgbq)_a% (329)
100 18
v ado i acos ¢ (3:30)
Agora considere as seguintes operagoes,
is 15 —s? is Oy
.29 = o — — 31
acosgzﬁ = aCOS(bu a? cos ¢? a? cos ¢ ¢ (3:31)
e
1 0 1 0 1 0 0P is 0P
acos¢ ¢ (B30 cos ) = acos ¢ 0o (veosg) = a2 cos ¢ O <COS¢8_¢) + a2 cos ¢ O¢

(3.32)

Somando as duas expressoes acima e considerando (3.26]), chega-se em:

1 0 -
p— isu + % (v cos ¢)} =V (3.33)
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De forma analoga, fazendo ac(l)w% ((3.29)) cos @) — acifsqb (3.30)), é possivel mostrar que:

1 —is 0 N
acosd |acosd * a—¢(u cos¢)| = =V (3.34)

Tendo em vista a separacao de varidveis dada por (3.2)), é conveniente fazer a seguinte
substituicao u — U e v — iV e, considerando (3.12)), as expressoes obtidas anteriormente

podem ser reescritas como:

is 109
U= COS¢<I> — Eé_qb (3.35)
. 100 15
iV = aa—d) + CLCOSgb (336)
- ' 0 io
2p — U+ (V = 3.37
\V4 pp— {s + 5’<Z5( cos @) n (3.37)
- -1 0
2 — N
V) = e [SV + aqb(U cos qﬁ)] (3.38)
Agora, com o auxilio das identidades acima, considere as seguintes expressoes:
L s(3.3) — 2(cos o(3.4)) | = iV2D + 20 sin oV — 200 cosp — V2P =0
a cos ¢ : 1)) : - N
e
—s(3.4) + i(cos »(3.3))| = oV + 20 sin pV2D — @V cosp =0
@ cos ¢ : 0 : N a B

Substituindo (3.35)), (3.36)) e (3.37) nas equagoes acima, chega-se respectivamente em:

(0—62 _ A gheﬁ‘*) i <2Qs1n¢62 + QQCOSQSQ) =0

a? o a’>  0¢
(062 _ 2_%5) b+ (msingbﬁ? + QQC;)SCZ)%) i® =0
a a

Adimensionando as equagbes acima, ou seja, tomando o0 — 2Qo, V — V/a, & —

200/ (ghe)Y?® e ¢ — 2Q/(gh.)/*, obtém-se:

(062 -5+ ghe 64) 1P + (sin ¢§2 + cos gbg) =0

0(2Qa)? 0]
- - 0
<0V2 — 3> Y+ (sin #V? + cos d)%) =0
Adicionalmente, para simplificar o problema, considera-se a seguinte mudanca de variavel,
1 0 0
sing = pu = — ., cos¢? =1—pi?

cosgb@_gb:@u’ a
2

so_ =5 L0 (9

Vi 2+3u((1 “) u)
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Consequentemente, usando as relacoes acima, as equagoes obtidas anteriormente podem

ser escritas em funcao de p de acordo com:

=52 ghe =4 | =2 _ 22 _
(UV 3+—0(29a)2V)2®+(MV +(1 u)au>¢—0

(NQ — s> Y+ (pﬁ? +(1— ,ﬁ)%) i® =0

Definindo o operador D = (1 — p?)3/0p e a constante v = (gh.)'/?/(2a2), o sistema de

duas equacoes que resolvem a estrutura horizontal do problema podem ser reescritas como:

2
(av2 — s+ %v‘l) i® + (uV? + D) =0 (3.39)
(V2 = 8)0 + (uV? + D)id = 0 (3.40)

As equagdes (3.39)) e (3.40) acima constituem um sistema de equagdes analogo ao obtido
por [Longuet-Higgins| (1968). Entretanto, em |Kasahara| (1976) ressaltou-se que é vantajoso
manter a variavel P no sistema de equacoes, ao invés de elimina-la com o auxilio de (3.37)).

Entao, adimensionando (3.37)) e substituindo em (3.39)), obtém-se:

(062 - s) i + (uV2 + D) = V2P (3.41)
(V2 = s) + (uV? + D)id = 0 (3.42)
oP = —*V%(i®) (3.43)

Em funcao da condicao de regularidade da solugao nos polos, imposta pela condi¢ao de

fronteira ([3.24]), para resolver o sistema de equagoes (3.41)), (3.42) e (3.43)), as varidveis P,

Y e P sdo expandidas em séries de polinomios de Legendre associados P3(u), de grau n e

ordem s:

iy o (i
o= B | P2 (3.44)
P n=s C”Z

Usando as seguintes propriedades dos polinomios de Legendre associados:

( —

V2P = —n(n+1)P?
n—+s n—s+1

PSZ PS PS

R S R S s
(n+1)(n+s) n(n—s+1)

DPS: P _—PS
(o on + 1 n-t om + 1 ntl

(3.45)
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é possivel mostrar que

=2 s__ (=Dt hnt+s)

nn+2)(n—s+1)
2n+1 e

Substituindo (3.44)) em (3.41)), segue que:

—(oV? =5 ZASPS + (uV? + D) ZBst:§2§:CfLP§

n=s

Com o auxilio das propriedades dos polinomios de Legendre associados:

- s ps (n_l)( n—I—s s Ds
[an(n—i—l)—l—s];AnPn— 2n+1 ZBnPn 1
n(n+2)(n—s+1) ‘s s

(3.46)

e fazendo as mudangas de indices n —+n + 1 e n — n — 1 no terceiro e quarto termo das

séries, respectivamente, chega-se na seguinte relacao de recorréncia para os coeficientes das

séries:

5 s s (m+2)(n+s+1)
(n_ 1)(71—5) s _ s
n(2n —1) By =G

(3.47)

Seguindo [Kasahara (1976), define-se algumas varidveis para simplificar a equagao acima:

Cn(n+1)

(Dt s)
" n(2n + 1)

n(n—s+1)
(n+1)2n+1)

T = —y°n(n +1)

Gn =

Consequentemente, a rela¢ao de recorréncia (3.47)) torna-se:

n

—O'AZ + KnAfL + pn+1BZ+1 + Qn—lB,slfl - Cs

(3.48)

De forma totalmente analoga, substituindo (3.44]) em (3.42)) e (3.43)), obtem-se as seguintes

relacoes de recorréncia:

—0B, + KB, 4+ pni1 Ay 1 + @Ay =0
oCy =m,A;

(3.49)
(3.50)
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Esse sistema de equacoes algébricas pode ser separado em dois casos independentes:
o primeiro contém os coeficientes A7 e C2 com n = s,5s + 2,5+ 4,--- e B) com n =
s+ 1,s+ 3,5+ 5,---. Nesse caso, as perturbacoes da altura e da velocidade zonal sao
funcoes simétricas em relagao ao equador e a velocidade meridional é antissimétrica em
relacao ao equador. Este sera chamado de caso simétrico.

O segundo caso, chamado de antissimétrico, contém A’ e C;, com n = s+ 1,5 +
3,s+5,--- e By, comn = s,5s+ 2,5+ 4,---. Nesse caso, as perturbacoes da altura
e da velocidade zonal sao fungoes antissimétricas em relacao ao equador e a velocidade
meridional é simétrica em relagao ao equador.

Assim, seja X um vetor coluna tal que,

X = (43 o1, O, AS, BY 3, Clyg
s2ns Biani1s Coan)” (3.51)
e
K; psyi —1 0 0 0 0
s Ksi1 0 ps2 O 0 0
Ts 0 0 0 0 0 0
0 gy 0 Kgo peys —1 0
A=10 0 0 qsp2 Koz 0 pspa . . . (3.52)
0 0 0 rasy O 0 0

Logo, o caso simétrico pode ser escrito como:

AX =oX (3.53)

Para o caso antissimétrico, define-se um vetor coluna Y tal que,

o s s S s s s
Y_(B57A5+1>Cs+1v s+2’As+3’ s+3) "

§+2N7 Ai+2N+17 C'j+2N—i-1)T (354)
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e
Ks pyr 00 0 0 0
¢ Ko =1 pepo 0 0 0
0 74 0 0 0O 0 0
0 g1 0 Koo psyz O 0
B=|0 0 0 qu Kes —1 poa . . . (3.55)
0 0 0 0 ros 0 0

Entao, o caso antissimétrico pode ser escrito como:

BY = oY (3.56)

O valor da frequéncia adimensional ¢ é obtido determinando os autovalores das matrizes
A ou B. Além disso, com os autovetores X e Y e a expansao em série é possivel
determinar ®, ¢ e P e, usando e (3.40), obtém-se U e V.. Os autovalores e autovetores
das matrizes A e B sao determinados utilizando o método QR., onde Q é uma matriz
ortogonal e R é uma matriz triangular superior. Neste caso, uma das matrizes A ou B é
escrita na forma de Hessenberg superior H (i.e., uma matriz quase triangular superior, ou
seja, os elementos abaixo da diagonal secundéria inferior nulos.). Com a matriz H = Ay,

resolve-se o sistema

A; = QiR;
A = RiQ

de forma iterativa. A matriz A;, apés um numero finito de iteragoes, converge para uma
matriz triangular superior ou uma matriz em bloco, cujos autovalores podem ser obtidos
trivialmente e como a matriz Q é uma matriz ortogonal, os autovalores da matriz H = Ay
sao preservados durante as iteragoes (Press et al. [1992)). Para os célculos descritos acima
foram utilizadas rotinas Fortran implementadas pelos Drs. José Paulo Bonatti e Pedro
Leite da Silva Dias no desenvolvimento de um modelo espectral para as equagoes da dgua-

rasa na esfera descrito em |Bonatti e Silva Dias) (1983)).
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3.1.3. Determinacao das autofrequéncias e alturas equivalentes, no caso hidrostatico

No caso hidrostatico, quando dy = 0, a expressao do autovalor da estrutura vertical

(3.17) torna-se:

1 1
A= (gh - @> N? (3.57)

onde hpe, € a altura equivalente para o modelo hidrostatico. Como os valores de A\ sao
determinados diretamente como autovalores da equacao da estrutura vertical a partir de

(3.19), entao h., é obtida diretamente pela equacao acima:

2 20\ 7!
:—S 1 S
he g ( * Nz)

B dxH
1+ 4k2H?

Com a altura equivalente determinada, para obter as solugoes caracteristicas da versao

(3.58)

hidrostatica do modelo, basta resolver o problema de autovalor da estrutura horizontal
(3.12), com condigbes de contorno (3.24). As propriedades dessas solugbes caracteristicas
sao discutidas em profundidade em |Kasahara (1976)); Bonatti et al.| (1983)).

3.1.4. Determinacao das autofrequéncias e alturas equivalentes, no caso nao-hidrostatico

No caso nao hidrostatico, quando 0y = 1, os problemas de autovalor das estruturas
vertical e horizontal constituem um sistema de equacgoes acopladas para o e h.. Kasahara
e Qian| (2000) propuseram um método iterativo para resolver esse problema de autovalor .
O parametro 0y sera mantido para possibilitar o estudo das alteracoes dos modos normais

devido a auséncia da aproximagcao hidrostatica. Como dy é diferente de zero, a expressao

(3.17) pode ser reescrita como:

Cszghe/\k

) 2 _ N2 -
e (C2 = gh,)

(3.59)

Além disso, ao resolver o problema da estrutura horizontal, para cada altura equivalente
he, nimero de onda zonal s e indice meridional [, que distingue a estrutura meridional dos
modos, determina-se uma autofrequéncia como autovalor da equacao da maré de Laplace
dada por . Assim, a frequéncia obtida do problema de autovalor do operador da

Maré de Laplace, com as condigoes de contorno ([3.24)), sera representada como:
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o= F(he,s,l) (3.60)

Ou seja, para o caso nao-hidrostatico, a frequéncia e a altura equivalente devem ser
determinadas resolvendo as equagoes (3.59)) e (3.60]) de forma simultanea. Embora a altura
equivalente nao seja um parametro constante no regime nao-hidrostéatico, ela é 1til para

identificar os diferentes modos normais. Se C? > gh,, por (3.59)), tem-se:

Spo® < N? (3.61)

ou seja, a frequencia do modo é menor que a frequéncia de Brunt-Vaisala. Este regime

representa os modos de gravidade-inerciais.

Por outro lado, se C? < gh,, por (3.59)), tem-se:

Spo* > N? (3.62)

Nesse caso, a frequéncia do modo é maior que a frequéncia de Brunt-Vaisala, e tal
condicao representa o regime de oscilagao dos modos acustico-inerciais.

Note que a relacao entre h, e o é transcendental, ou seja, nao ha uma expressao
analitica para F' em (3.60)). Por isso nao é possivel resolver o sistema eliminando direta-
mente o parametro h, das equagoes e . Desse fato, surge a necessidade de
um método iterativo que resolva as equacoes e simultaneamente. [Kasahara
e Qian| (2000)) propuseram um método iterativo que utiliza chutes iniciais convenientes de
modo a obter a convergéncia para a solugao do sistema num tempo de maquina razoavel.
Esses chutes inicias sao determinados a partir de expressoes analiticas aproximadas para
a autofrequéncia associada as funcoes de Hough .

Neste contexto, [Longuet-Higgins (1968) mostrou que para valores grandes de h,, tem-se

a seguinte aproximacao assintética de ([3.60)):

2Qs n(n+1)
2
- he = .
o —|—n(n+1)a R 0 (3.63)

onde s é o nimero de onda zonal e n é a ordem do polinomios de Legendre associados,

sendo n > s. Nessa expressao n é um indice meridional, tal que o primeiro modo meridional



Secao 3.1. Modos Normais do Sistema Linearizado 45

én =s. O segundo modo corresponde ao indice n = s+ 1 e assim por diante. Resolvendo
a equacao quadratica para o, obtém-se valores aproximados para as frequéncias das
oscilacoes de primeira espécie, ou seja, para as ondas gravito-inerciais.

Ainda na mesma ordem de aproximagao, Longuet-Higging| (1968) obteve a seguinte

expressao para a frequéncia das oscilagoes de segunda espécie:

2Q)s
= - 3.64
7 n(n+1) (3:64)
Além disso, a equacao (3.59) pode ser reescrita como:
C? C2 )\,
he=—"|14 —°>—— 3.65
g ( + N2 — 5HO'2) ( )

Como a frequéncia das oscilacoes de segunda espécie tem valores muito menores que a
frequéncia de Brunt-Vaisild, entao os valores da altura equivalente para esses modos
pode ser aproximada por . O mesmo nao pode ser feito para as oscilagoes de pri-
meira (gravito-inerciais) e terceira espécie (acustico-inerciais), pois em ambos os casos a

frequéncia dos modos tem valores da ordem de grandeza da frequéncia de Brunt-Vaisala.

Devido a esse fato, substituindo (3.65]) em (3.63) obtém-se:

(02 + Ao)(N? — 0o + C2\) — B(N? — 60°) =0 (3.66)

ou, alternativamente,

Spot 4+ 6gAc® — (A\C? + N? + 65 B)o* — A(N? + C?\)o + BN? =0 (3.67)
onde
2Q) 1
A== oB— Mcf (3.68)
n(n+ 1) a?

A equacao possui dois pares de raizes reais. Um par corresponde as oscilacoes de
leste e de oeste com frequéncia muito alta, que satisfaz o regime e consequentemente
representa o modo acustico-inercial. O outro par corresponde as oscilagoes de leste e de
oeste com baixa frequéncia, satisfazendo , ou seja, representa o modo gravidade-
inercial. Note que, uma vez obtida a frequéncia pela equacao , basta substituir o

valor dessa frequéncia em (3.65) para obter a altura equivalente do modo correspondente.
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No método iterativo proposto por Kasahara e Qian| (2000), a altura equivalente h,
é utilizada como parametro de iteracao. Ou seja, a partir de um chute inicial de h,,
representado por h?, altera-se o valor de h, até que os valores de o, calculados em ({3.60))
e sejam préximos o suficiente (i.e. a diferenca entre os valores seja menor que uma
tolerancia especificada). [Longuet-Higging| (1968) mostrou numericamente que a frequéncia
de Hough (i.e., calculada por ) é uma funcao crescente em relagao a altura equivalente.
Além disso, derivando em relacao a h,, obtemos:

a(<5H02) . gcf)\k
o (C2— ghy) <0 (3.69)

Como os autovalores A\, da estrutura vertical sao sempre positivos, a derivada acima de-
monstra que a frequéncia em (3.59) é uma funcao decrescente em relacao a h.. Logo a
intersecgdo das curvas o(he, k, s,1) dadas por (3.59) e (3.60) se cruzam e, consequente-

mente, a solucao deste sistema sempre existe.

frequéncia de Hough /
/ T

frequéncia ndo-hidrostatica ‘

Magnitude da frequéncia |o]|

Altura equivalente h.

Figura 3.1: Diagrama esquematizando o método iterativo descrito no texto. A linha tracejada indica a
altura equivalente inicial. A curva representando a frequéncia de Hough é a obtida em (3.60)). A frequéncia
nao-hidrostatica é obtida em (3.59)).

A Figura mostra esquematicamente o método iterativo utilizado. A linha tracejada
indica o valor inicial de h.. A partir desse h. inicial, deve-se adicionar ou subtrair um valor
Ah, até encontrar a altura equivalente tal que as frequéncias e sejam iguais,
dentro de uma tolerancia especificada, ou seja, até encontrar a intersecgao das duas curvas

da Figura|3.1. Em suma, os valores iniciais devem estar préximos a interseccao das curvas
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e deve-se saber como variar o valor de h, em cada iteracao para que a solucao seja obtida
num tempo de maquina razoavel.

O dois métodos iterativos, A e B, propostos por Kasahara e Qian| (2000)) serao descritos.
Os métodos diferem basicamente pelo chute inicial escolhido. No método A, inicia-se com
uma altura equivalente inicial h? obtida a partir de com o dado por uma das raizes
de . Agora calcula-se as frequéncias com e , que serao denotadas por oy

e 0,, respectivamente:

a?{ = JH(hg,s,l) e 02 = an(hg, s, 1)

O préximo passo ¢ identificar se hY estd a esquerda ou & direta da interseccao. Para isso é

feita a seguinte checagem:

lo%| > [6%] — A2 estd a esquerda da intersecciao (Ah, > 0)

lo%| < |0 — h? estd & direita da interseccao (Ah, < 0)

Agora o préximo valor da altura equivalente serd h! = h® + Ah.. Esse processo serd

repetido até o momento em que o ponto de interseccao das curvas for ultrapassado:

ol > lon] = o | <oy,

i+1

ol <lonl = lo'| > lo,

Quando ocorrer essa troca de sinal, tomar-se-a h, = (h® + h:™)/2 e por fim, a frequéncia
do modo podera ser determinada. Note que o indice ¢ indica a i-ésima iteracao.

No método B, escolhe-se um modo caracterizado por (s, [, k), onde s denota o nimero de
onda zonal, [ o indice meridional que distingue a estrutura meridional dos modos normais,
e k indica o modo vertical. Em seguida toma-se um valor inicial para a altura equivalente
hY, através de ou com o dada por uma das menores raizes de . A
partir desse valor, calcula-se a frequéncia do modo via , obtendo ¢°. Com esse
valor de o, calculamos outra altura equivalente h!, utilizando a equagao . Com esse
novo valor para a altura equivalente, repete-se o procedimento até que a solugao convirja.

Esquematicamente o método B é representado da seguinte forma:
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o' =S(h,s,1) — hl = L(0°, 5,1) = o' = (R, s,0) — ...

onde L = L(o, s,1) é a altura equivalente, calculada com a equagao ([3.65)) e & é a frequéncia
calculada com (3.60)). O critério de parada é |hi*! — hi| <, sendo € a tolerancia especifi-
cada.

Para os modos acusticos-inerciais, resolve-se (13.66) e uma das duas raizes no regime
(3.62)) ¢ escolhida, depois calcula-se h? substituindo essa frequéncia em . Com esse
valor inicial da altura equivalente, o método A é aplicado.

A determinagao da altura equivalente inicial h? para os modos gravito-inerciais é feita
de forma andloga ao procedimento descrito acima para os modos acustico-inerciais. En-
tretanto, ao resolver a equacao , toma-se uma das raizes no regime . Para os
modos gravito-inerciais com ntimero de onda s > 400, o método A ¢é utilizado. Para os
modos gravito-inerciais com nimero de onda s < 50, utiliza-se o método B com hY obtido
de . E para os modos com niimero de onda 50 < s < 400, utiliza-se o método B, mas
com h? dada por com o dada por uma das menores raizes de .

Para os modos rotacionais(oscilagoes de segunda espécie), é possivel aplicar o método
B. Entretanto as solucoes na aproximacao hidrostatica sao precisas o suficiente, de acordo

com Kasahara e Qian| (2000)).

3.1.5.  Ortogonalidade e energia dos modos

Neste item da presente secao serd apresentada a demonstragao da ortogonalidade dos
modos normais do sistema bem como a dedugao da expressao para a energia dos
mesmos realizadas por Kasahara e Qian (2000). Assim, seguindo Kasahara e Qian| (2000),
considere que as varidveis progndsticas u’, v’, w’, p’ e 6’ sdo proporcionais a e*!, tal que

0/0t — v. Assim, as equagoes governantes linearizadas para o j-ésimo modo podem ser
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escritas como(omitindo o simbolo /),

Vipouj = aciscﬁfg;f + fpov; (3.70)
Vipovj = —é% — [pou; (3.71)
dpvipow; = 0; — % - C%pj (3.72)
po”]im 0, = —w, (3.73)
p;jégpj =-V- ‘7] - % + C%w] (3.74)

Considere as mesmas equacoes (3.70)-(3.74) para as varidaveis uj, vy, w;y, 65 e p; e , onde

o simbolo * representa o complexo conjugado de sua respectiva variavel,

1 Op;
oy, = — 3.75
Vipoty acos ¢ O\ ( )
. __19p; ]
Vot = =~ 8; fpouy, (3.76)
OpVjpowy = b — 8; - %pk (3.77)
0y = —wy, .

p0N2 wy, (3.78)

Vi gy QR 9
= VW - (3.79)

Multiplicando as equagoes (3.70)-(3.74)) por uj, vi, wy, 05 e p;, respectivamente, e ana-
logamente multiplicando as equacoes (3.75)-(3.79) por u;, v;, w;, 0; e p; respectivamente.
Somando esses dois conjuntos de equagoes obtém-se a seguinte relacao,

(v + 1) | po (wjuy + vjvg + dgwjwy) + W@‘@k + PR

“* * s 8 * *
==V (Vi +p.V;) — &(wjpk + wip;) (3.80)

O préximo passo é integrar a ultima expressao no volume V' que estd sobre uma esfera
de raio a, ou seja, V = (A, ¢,2) e R®: A € [0,2n],¢ € [-7/2,7/2],2 € [a,a + zr]. Além
disso, a velocidade vertical w deve ser nula tanto na superficie quanto no topo (condigoes
de contorno). O segundo termo do lado direito da equacao é trivialmente anulado, devido
as condicoes de contorno. O primeiro termo do lado direito da equacao é anulado com
a utilizagdo do teorema da divergéncia de Gauss e as condig¢oes de contorno horizontais.

Assim a expressao resultante é:
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] Po . ] L I ) 1
(v; + l/k)/v {5 (ujuy, + vvy + dgwjwy) + 2;0](‘}2 + 20]0622 dV =0 (3.81)

onde dV = a? cos pdpddz.

Para uma solucao nao trivial a integral da energia total, E7T', para o j-ésimo modo deve

ser positiva. Isso ocorre quando k = j. Entao:

onde

Ky = [ B+ o+ Swwgu)dV = [ R+ o + ulusP)av 389
\% %4

PiP; / Ip; I
B, = dV = dV 3.84
’ /v 2poC? v 2p0C? (3:84)
0.0* 16,2
A= | L1 qv = / gy 3.85
’ /v 2poN? v 2poN? (3.85)

Dado que ET} # 0, por (3.81)), tem-se que v; + v; = 0, portanto a parte real de v; deve ser
nula. Logo, v; é imagindrio puro, consequentemente para j # k tem-se v; + v # 0. Disso

obtém-se a seguinte relagao de ortogonalidade:

PO (o . L L )
/v [? (ujuy, + vjup + dgw;wy) + ZPZ)]GQ + 2,0]06]6'52 dV =0 (3.86)

para j # k.
As integrais K, A; e E; representam as energias cinética, termobdrica e eldstica, res-
pectivamente.

3.1.6. Calculo das Energias

A energia cinética pode ser decomposta em trés componentes: energia cinética zonal

EKU,, meridional EKV; e vertical EKW;, onde
_ Po 2
v 2
_ Poy 12
EKYV; —/ 5\1}” av (3.88)
v

EKW, = / %5H|wj|2dv (3.89)
\%
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Substituindo o ansatz de onda plana (3.2) na expressdo para a energia total (3.82]),

obtém-se:

g1, = [ [ [ 2 eosodoara={ L (U 1 vy e+ B gy 1 DL
- a cos pdgaNz1 5 (U +1ViP) &6 + SR Pasiy + 57656
—7/2Ja

2N2|P| 0, 9;} (3.90)

Rearranjando os termos da expressao acima:

ET; = 7a® [/W/Q (|U 2+ |Vi]2 + ’P'P) COSdeCb] /a+2T€'§*dz
a —m/2 C? a ™

w/2 a+zr
+ ma*dy / | P;|? cos ¢dg / n;m; dz
—7/2 a
) g2 /2 ) a+zr
+ ma N2 / | P;|” cos ¢pd¢ / 0;05dz (3.91)
—7/2 a

A integrais que estao entre colchetes foram calculadas com o método da quadratura de
Gauss. A integrais na vertical foram calculadas analiticamente. Substituindo as auto-

funcoes da estrutura vertical para o caso isotérmico e utilizando a seguinte substituicao

0;(z) :=&;(2)g/C? — (;(2)g, as integrais na vertical resultam em:

a+zr . 1 1 A2 1

/a §;€5dz = (CSQ ghe) 551\ (3.92)
v 1 1\ 'A/ T

o (ho) (5
a+zr 1

/ nim;dz = AEZT (3.94)
‘ a-+zr 1 a-+zr . N2 a-t+zr §

| eGe-g [ ega—— [ g (395)
a-+zr . a+tzr 1 1 N2 N4

/a Cj Gidz :/a <C2§ & — 02 gaf n; + 72 027]]%) dz (3.96)

3.2.  Energética dos Modos Actustico-Inerciais e Gravito-Inerciais

Kasahara e Qian| (2000) mostraram que os modos rotacionais nao hidrostaticos sao
praticamente idénticos aos modos do caso hidrostatico. Podemos chegar a essa mesma
conclusao vendo que o primeiro termo da equacao , responsavel pelo efeito nao-
hidrostatico, ¢ muito pequeno para os modos rotacionais. Portanto, iremos analisar apenas
a energética dos modos actstico-inerciais e gravito-inerciais. Neste estudo foram conside-

rados os modos com propagacao para leste com niimero de onda zonal variando entre s = 1
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até s = 700, indice meridional [ = 0 e | = 2 (primeiro e segundo modos simétricos) e para

o modo vertical k£ = 1.

3.2.1.  Relagao de Dispersao e Diagramas da Altura Equivalente

A relacao entre a frequéncia e o nimero de onda é conhecida como relacao de dispersao.
A partir da relacao de dispersao de um tipo de onda é possivel obter varias informagoes
sobre a mesma. Por exemplo, se o determinante do Hessiano da relagao de dispersao for
diferente de zero, a menos de um conjunto de medida nula, entdao a onda representada por
essa relacao de dispersao ¢ dita dispersiva (Whitham, |1974; | Majdal, 2003)). Além disso, com
a relacao de dispersao é possivel determinar os possiveis tripletos ressonantes resultantes
das interacoes fracamente nao-lineares entre ondas que satisfazem algumas condigoes de
ressonancia Raupp et al.| (2008)).

Analisando a relagao de dispersao e o diagrama da altura equivalente nas Figuras [3.2
e ,respectivamente, é possivel ver com clareza a diferenca entre os dois regimes
e que representam os modos acustico-inerciais e gravito-inerciais, respectivamente.
Nao ha diferenca significativa entre a relagao de dispersao os modos com indice meridional
I =0el =2 A altura equivalente das oscilagbes de terceira espécie (ondas acustico-
inerciais) decai rapidamente em relagdo ao nimero de onda zonal, enquanto para as os-
cilagoes de primeira espécie (ondas gravito-inerciais) a altura equivalente é praticamente

constante em relagao ao numero de onda zonal.

3.2.2.  Energética dos Modos Nao-Hidrostaticos

A energia dos modos ¢é calculada com a expressao . As energias dos modos
acustico-inerciais e gravito-inerciais com indice meridional [ = 0 e modo vertical £ = 1
estao nas Figuras [3.4] e 3.5 respectivamente.

Os modos gravito-inerciais com propagacao para leste e com o primeiro modo meridional
[ = 0 representam os modos de Kelvin (Matsuno|, 1966; Kasahara, 1976). Para os modos
gravito-inerciais (oscilagoes de primeira espécie) é possivel ver que o valor da energia total
de cada modo permanece praticamente constante em relacao ao nimero de onda zonal,
assim como a altura equivalente desses modos. Por outro lado, para os modos acustico-
inerciais, da mesma forma que a altura equivalente desses modos diminui com o aumento

do ntimero de onda zonal, a energia total diminui em relagao ao nimero de onda zonal.



Secao 3.2. Energética dos Modos Actstico-Inerciais e Gravito-Inerciais 53

450 e

400
T 350
=]
o
S 300 | Glo +
£ AlD *
& 250 G2 x
©
] Al2 o
@ 200 B
E
3
2 150

100

50

[ T ol L L . .
0 100 200 300 400 500 600 700

Nimero de onda zonal

Figura 3.2: Relagao de dispersao para os modos gravito-inerciais e acustico-inerciais para o modelo nao-

hidrostatico com modo vertical £ = 1. Os simbolos GI0 e GI2 representam os modos gravito-inerciais
com indice meridional I = 0 e [ = 2, respectivamente. Os simbolos Al0 e Al2 representam os modos
acustico-inerciais com indice meridional [ = 0 e [ = 2, respectivamente. B representa a frequéncia de
Brunt-Viiséld adimensional (N/2€2).
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Figura 3.3: Diagrama da altura equivalente para os modos gravito-inerciais e actustico-inerciais com modo
vertical k = 1. Os simbolos GI0 e GI2 representam os modos gravito-inerciais com indice meridional [ = 0
e | = 2, respectivamente. Os simbolos Al0 e Al2 representam os modos acustico-inerciais com indice
meridional [ = 0 e [ = 2, repectivamente. E a linha continua em 10km representa a altura equivalente do

modo externo, que separa os regimes de gravidade e acustico.

No intuito de analisar a importancia de cada tipo de energia em relacao a energia total,
calculou-se o valor de cada tipo de energia divido pela energia total. Os resultados sao
ilustrados nas Figuras [3.0] e [3.10]

Da Figura|3.6, nota-se que as energias cinética vertical e elastica sao as mais importan-
tes para as oscilagoes de terceira espécie (acustico inercial). Para niimeros de onda zonal

menores que 400, a energia termobarica ¢ mais importante do que as energias cinética
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Figura 3.4: Energética dos modos actstico-inerciais com indice meridional | = 0 e modo vertical k =
1, onde ET, ELA, TERMO, EKU, EKV, EKW e EKT correspondem as energias total, elastica,
termobarica, cinética zonal, cinética meridional, cinética vertical e cinética total, respectivamente. As

energias sdo dadas em J/a?T.
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Figura 3.5: Energética dos modos gravito-inerciais com indice meridional [ = 0 e modo vertical £k = 1, onde
ET, ELA, TERMO, EKU, EKV, EKW e EKT correspondem as energias total, eldstica, termobarica,
cinética zonal, cinética meridional, cinética vertical e cinética total, respectivamente. As energias sdo
dadas em J/a*m.

zonal e meridional. A energia cinética meridional é muito menor que todos outros tipos
de energia. A energia cinética zonal é da mesma ordem de grandeza que a energia cinética
meridional para os primeiros nimeros de onda zonal. Entretanto, para nimeros de onda
maiores que 400, a energia cinética zonal torna-se mais importante que a energia termoba-
rica. Para analisar o comportamento dos energias cinética vertical e elastica, foi feito uma
ampliacao na parte superior da Figura [3.6| Pela Figura |3.8| é possivel ver que a energia

cinética total mantém-se praticamente constante e devido ao aumento da relevancia da



Secao 3.2. Energética dos Modos Actstico-Inerciais e Gravito-Inerciais 55

energia cinética zonal e meridional com o aumento do nimero de onda zonal, a energia
cinética vertical tende a diminuir com o aumento de s, enquanto a energia elastica tende
a aumentar com o aumento de s.

Para os modos gravito-inerciais, da Figura [3.7] tem-se que a componente zonal da
energia cinética e a energia termobarica correspondem a maior parcela da energia total para
todos os numeros de onda zonal. Dentre as energias elastica, cinética vertical e meridional,
a energia elastica é a mais importante para modos com nimero de onda s < 400, enquanto
para modos com numero de onda s > 400 a energia cinética vertical passa a ter mais
importancia do que a energia elastica. A componente meridional da energia cinética é
muito pequena. Entretanto, ela apresenta um comportamento crescente até o nimero de
onda s = 20 e apds esse valor de s, a energia cinética meridional decresce com o aumento de
s. E interessante notar que inicialmente a energia cinética vertical é menos importante do
que a energia cinética meridional, mas para nimeros de onda s > 90, a componente vertical
torna-se mais importante que a componente meridional. Ampliando a parte superior da
figura, obtém-se a Figura|3.9] Dessa figura é possivel ver que a energia cinética total é mais
importante que a energia termobarica. Para modos com nimero de onda zonal s < 50, a
energia cinética zonal cresce, enquanto a energia termobarica diminui com o aumento de
s. Para os modos com nimero de onda s > 50 a energia cinética zonal passa a decrescer e
a energia termobarica passa a crescer com o aumento de s, até que a partir do nimero de
onda s = 400, a energia termobarica torna-se mais importante que a energia cinética zonal,
mas como a componente vertical da energia cinética aumenta, entao a energia cinética total
mantém-se constante e maior que a energia termobarica.

E interessante analisar pelo menos um modo com indice meridional maior que [ = 0,
ou seja, um modo que nao seja o de Kelvin. Foi escolhido o modo com o terceiro indice
meridional [ = 2. Para os modos acustico-inerciais os graficos com as energias apresentaram
essencialmente o mesmo comportamento. A unica diferenca foi para a magnitude das
energias. As energias dos modos com [ = 0 foram em torno de duas ordens de grandeza
maiores que as energias dos modos com indice meridional [ = 2. No entanto, houveram
algumas diferengas para os modos gravito-inerciais com nimero de onda s < 50.

Os modos gravito-inerciais com indice meridional [ = 2 também apresentaram energia
total praticamente constante em relacao ao ntimero de onda zonal. Portanto sera apre-

sentado apenas o grafico com as energias normalizadas. Na Figura [3.10] é possivel ver
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Figura 3.6: Energética dos modos acustico-inerciais com indice meridional [ = 0 e modo vertical k = 1,
onde ET, ELA, TERMO, EKU, EKV, EKW e EKT correspondem, respectivamente as energias
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Figura 3.7: Energética dos modos gravito-inerciais com indice meridional [ = 0 e modo vertical £k = 1, onde
ET, ELA, TERMO, EKU, EKV, EKW e EKT correspondem, respectivamente as energias eldstica,
termobarica, cinética zonal, cinética meridional, cinética vertical e cinética total, divididas pela energia

total de seu respectivo modo.

que para o primeiro nimero de onda zonal s = 1, a componente meridional da energia
cinética é a mais importante. Entretanto, a mesma diminui rapidamente, de tal maneira a
torna-se menor que as energias termobarica e cinética zonal para o nimero de onda zonal
s = 10. Para o modo com numero de onda s = 40, a energia cinética meridional torna-se
menos importante que a energia eldstica. A energia cinética total apresenta um compor-
tamento semelhante ao comportamento da energia cinética meridional, ou seja, para s = 1

a energia total é alta, mas decresce rapidamente até o nimero de onda s = 40, a partir



Secao 3.2. Energética dos Modos Actustico-Inerciais e Gravito-Inerciais

57

048 r

046 r

0.44

042 r

04

038 r

0.36

Figura 3.8: O mesmo gréafico da

048 r

046 r

0.44 |

042 r

04

038

Figura 3.9: O mesmo grafico da

R

e
b Cagi
e

ELA
[TERMO
EKU
EKV
EKW

o % X +

EKT o

0 100 200 300 400 500

Nimero de ondazonal

600

700

Figura mas com o eixo das ordenadas variando entre [0.36,0.51].

Nimero de ondazonal

[ guatoon ° 4
jwacC—
¥ Ry
3 %
*&x&%
**x’%e* .
e
B aaar.
Mtnnanoasnioostoio0oRi
ELA + *
TERMO ®
EKU *
EKV o
EKW ki
EKT o
0 100 200 300 400 500 600

700

Figura mas com o eixo das ordenadas variando entre [0.36,0.51].

do qual torna-se constante. A energia cinética zonal é ligeiramente menor que a energia

termobarica para o primeiro niimero de onda s = 1. Porém, para os primeiros niimeros de

onda zonal a energia termobarica aumenta mais rapido que a energia cinética zonal, mas

a partir do modo com numero de onda s = 20, o crescimento da energia termobarica di-

minui drasticamente, tal que a energia cinética zonal ultrapassa a energia termobarica em

s = 40. Ainda para os primeiros ntimeros de onda zonais, a energia eldstica diminui com

o aumento de s, enquanto para o para o modo de Kelvin a energia elastica aumenta com

o aumento de s. No entanto, a partir do nimero de onda zonal s = 40, o comportamento

das energias dos modos com indice meridional [ > 0 é o mesmo que o apresentado pelos

modos de Kelvin.
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Figura 3.10: O mesmo grafico da Figura mas os modos possuem indice meridional [ = 2 e o eixo das

ordenadas nao estd em escala logaritmica.

3.2.3. Comparacgao com a Energética dos Modos Hidrostaticos

A primeira grande diferenca entre os casos hidrostéatico e nao-hidrostatico, estd na pre-
senca de modos acusticos no modelo nao-hidrostatico. Para comparar a energética dos
dois modelos, a soma das energias elastica e termobarica sera considerada como a energia
potencial disponivel (Kasahara, 2004). Kasaharal (1976 mostrou que, para os modos de
Kelvin, a energia cinética zonal aumenta ao aumentar o niimero de onda zonal; a ener-
gia cinética meridional é muito pequena; e a energia potencial disponivel diminui com o
aumento do numero de onda zonal, tendendo a um valor contante. Além disso, para os
outros modos gravito-inerciais de oeste, com indice meridional [ > 0, a energia cinética
zonal aumenta, enquanto a energia cinética meridional diminui com o aumento do nimero
de onda zonal; e a energia potencial disponivel aumenta com o aumento do nimero de onda
zonal, tendendo a um valor constante. Para os modos normais do modelo nao-hidrostatico
apresentados na Secao 3.2 nota-se que para os modos de Kelvin, a energia cinética zonal
inicialmente aumenta com o aumento do nimero de onda zonal, mas para s > 80, a energia
cinética zonal decresce com o aumento do niimero de onda zonal; a energia cinética meridi-
onal apresenta um comportamento diferente do caso hidrostatico, mas seu valor continua
sendo muito pequeno, que é a principal caracteristica dos modos de Kelvin; a energia po-
tencial disponivel decresce com aumento do ntimero de onda, para os primeiros niimeros
de onda zonal, mas para s > 80 a energia potencial disponivel passa a aumentar com o

aumento do nimero de onda zonal. Para os modos com indice meridional [ > 0, a energia
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cinética zonal apresentou o mesmo comportamento que o modo de Kelvin nao-hidrostatico;
a energia cinética meridional apresentou o mesmo comportamento que os modos do modelo
hidrostatico, com indice meridional [ > 0; a energia eldstica apresenta uma leve diminuicao
com o aumento de s, enquanto a energia termobarica apresenta um leve aumento com o
aumento de s. E preciso fazer o calculo exato da energia potencial disponivel para este
caso, entretanto esse comportamento antagonico entre a energia elastica e termobarica in-
dica que o comportamento da energia potencial disponivel é semelhante ao comportamento

do seu correspondente hidrostatico.

3.2.4.  Resumo sobre a Energética Linear

De acordo com os resultados vimos que a energia dos modos actustico-inerciais esta con-
centrada nas energias cinética vertical e na energia elastica. Além disso, a energia cinética
vertical aumenta, enquanto a energia elastica diminui, com o aumento do niimero de onda
zonal s. A energética dos modos gravito-inerciais no caso nao-hidrostatico apresentou
muita semelhanca com a energética dos modos gravito-inerciais no caso hidrostatico. A
diferenca entre os dois casos comecam a aparecer para modos com numero de onda zo-
nal maiores, ou seja, para modos mais curtos. Este tultimo resultado era esperado, pois
a relacao de dispersao dos modos gravito-inerciais nao-hidrostaticos diferencia-se do caso
hidrostatico, apenas para os modos mais curtos, onde o moédulo da frequéncia dessas ondas
é limitada superiormente pela frequéncia de Brunt-Viiséld (Kasahara e Qian|, 2000). Um
aspecto importante acerca da energética dos modos de gravidade é que a energia cinética
vertical aumenta consideravelmente com o aumento do niimero de onda zonal s, tornando-

se da mesma ordem de magnitude das energias termobarica e cinética zonal para s > 450.
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Capitulo 4

Energética Nao-Linear do Modos Normais

No capitulo |3 apresentou-se a analise das solugoes caracteristicas do modelo nao hi-
drostatico raso. Uma maneira de ampliar o conhecimento sobre a energética do modelo é
considerando as interagoes fracamente nao-lineares entre os modos normais do mesmo. Nas
teorias fracamente nao-lineares assume-se que as solugoes caracteristicas (i.e., as solugoes
do sistema de equagdes linearizado) sdo as solugdes em primeira ordem e os efeitos nao-
lineares sao fenomenos de ordem superior. No presente capitulo serao considerados os
efeitos nao-lineares de ordem quadrética em relagao as variaveis perturbadas.

No que se segue, serd analisada a dinamica das interacoes fracamente nao-lineares entre
os modos normais do modelo nao-hidrostatico raso, representado pelas equagoes -,
com o intuito de estender a teoria linear dos modos normais nao-hidrostaticos desenvolvida
por |[Kasahara e Qian (2000)). Para tal propdsito, o sistema de equagoes , que contém
as nao-linearidades dominantes (quadraticas) do sistema original, serd analisado através de
uma expansao de Galerkin usando como fungoes base as préprias solucoes caracteristicas do
sistema linearizado, pois como foi mostrado na se¢ao anterior, estas solugoes caracteristicas
constituem uma base ortogonal. Mais especificamente serd analisada as trocas de energia

entres modos que compoem um tripleto ressonante.

4.1. Ansatz - Expansao de Galerkin

Considere o seguinte ansatz para a solugao do sistema ([2.30))
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o 772 0 0 0 0
v 0 p? 0 0 0
i=lw|=Y_A®| 0 0 ;0 0 | Ap(6,2) expi(sph — apt) (4.1)
Y ' 0 0 0 pi? 0
0| | 0 0 0 0 p

onde A, = Uy, iV, iWy, By, Qb]T é o vetor que descreve as estruturas meridional e vertical de
um dado modo, ou seja, A, satisfaz —, com condigoes de contorno do tipo tampa
rigida na vertical, periodicidade zonal e regularidade nos polos, e para ¢ = 0, € 5 = S,
onde o indice b = (s,1, k,r) representa um modo normal qualquer, onde s é o niimero de
onda zonal, [ representa o modo meridional, £ é o nimero de onda vertical e r indica qual o
tipo de onda (neste caso, indica se 0 modo representa uma oscila¢ao de primeira, segunda
ou terceira espécie). Assim, ), representa o somatério de todos os modos possiveis, sendo
Ap(t) a amplitude do b-ésimo modo. Dessa forma no ansatz acima as varidveis dinamicas
sao escritas como uma superposicao das autofuncoes do problema linearizado , mas
com as amplitudes dos modos permitidas a variarem no tempo em funcao do acoplamento
nao-linear entre os modos.

Uma vez que as autofungoes do problema satisfazem a condi¢ao de ortogonalidade
e essas autofuncoes sao utilizadas como fungoes base para a expansao de Galerkin,
é natural utilizar o seguinte produto interno (-,-) : H x H — R, onde H é o espago de

Hilbert formado pelas autofungoes do problema linearizado:

* *
o Po U4Vy Uy
(U, V) = — (ug v + ugvy + uzvy) + av (4.2)
2 2p0C?2  2pyN?
14 Polg Po
onde @ = [uy,us, us, us, us|’ e T = [v1, v, 03,04, v5)7 representam duas fungoes vetoriais

quaisquer de quadrado integravel no dominio V' = {[0, 27| x [—7/2,7/2] x [0, 2r]}.
4.2.  Evolucao Temporal das Amplitudes dos Modos e Condicao de

Ressonancia Triadica

Nesta secao sera apresentado o sistema de equagoes que descreve a evolucao temporal

da amplitude de cada modo normal do sistema linearizado, mas admitindo as interacoes
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fracamente nao-lineares entre esses modos normais. Majda| (2003)) apresenta a metodologia
empregada nesta secao em detalhes para sistemas dispersivos nao-lineares e sob a hipétese
WKB.

Substituindo o ansatz no sistema e projetando o mesmo (com o auxilio do

produto interno (4.2))) no a-ésimo modo, obtém-se:

dA, ,
Bt = ZZb:XC:AbAC <B,Aa> (4.3)

onde F, refere-se a energia linear do modo a dada por ((3.82] - B é o vetor com os ter-
mos nao-lineares ([2.31]), mas com as derivadas com relagao a longitude sendo substituidas

por s, ou seja,

B(u, ) = [B(l), B® BG) BW. 8(5)]T expi|(sp + se)A — (0p + 00)t] + cyc (4.4)

onde cyc representa a permutacao ciclica em relagao aos indices b e ¢ e as componentes

B, B BE) BW BO) sio dadas pelas seguintes expressoes:

B =p; {—ag; piscl = 2 = Wi s = S 4 o tan 4

+ g2 ch) . ¢Z'SCPC} (4.5)
S A T SN

(55)

—py? (p;g > + 905" pupe (4.7)
0 [ (s I 28]

+ Pam |:_CLCOS¢ <Pb28cU + b COS¢ 8¢ — ppVesin ¢)1

oyt [— o~ — g (oot gwa} (48)
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(5) _ -1/2 . Ub . . Eaec . aec . aec Wbec
B Po [ a CcoS gbzscec a 0¢ We 0¢p We 0z + 2H
_ 2| 9 pely 4
Po |:082 TO (Uc c +ch>:| ( 9)

A equacao mostra que o efeito da nao-linearidade é quebrar a independéncia dos
modos, onde a interacao se dé por tripletos devido a natureza quadratica dos termos nao-
lineares. A evolucao da amplitude do modo a é modificada pela interacao de varios modos
b e c. Porém, analisando o termo <B, Ka> é possivel inferir que existem certos modos b e ¢
que interagem de forma mais significativa com o modo a, que sao os modos que satisfazem
certas condicoes de ressonancia com o modo a.

As condicoes de ressonancia estao associadas as condicoes para que o valor do produto

interno <B, Ka> seja maximo. Na longitude tem-se a seguinte integral

27
I = / exp [i(Sp + Se — Sq)AJdA (4.10)
0

mas, devido ao comportamento oscilatorio da exponencial com argumento complexo, é
facil ver que a integral acima é diferente de zero apenas quando s, + s. — s, = 0.

A condicao para a integral na latitude é que a estrutura meridional do integrando
do produto interno em (4.3]) seja simétrica em relagdo ao equador, pois no caso de uma
estrutura antissimétrica a integral relacionada a projecao do termo nao-linear em um dado
modo ¢é nula. Logo, para que exista interagao é necessario que o tripleto seja constituido
por trés modos simétricos ou por dois antissimétricos e um simétrico.

A integral na vertical possui termos da seguinte forma:

T
I, = / Pt exp [i(ky + ko — ko)]dz (4.11)
0

Como a fungao po(z) é positivo definida (po(z) = pol.—0exp (—z/H)) , entdao para k, +
k. — ks # 0 o comportamento oscilatorio da exponencial complexa ird diminuir o valor da
integral. Dessa forma, a integral na vertical I, terd maxima contribuicao quando kj + k. —
k, = 0. Vale notar que essa condicao de ressonancia nao é excludente, ou seja, podem
existir tripletos ressonantes que nao satisfazem essa condigao. Porém, a interacao entres
os modos que compoem tais tripletos deve ser mais fraca do que as intera¢oes num tripleto

que satisfacga tal condicao.
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Para resolver o sistema de equacoes diferenciais ordindrias para as amplitudes, a se-

guinte integral deve ser resolvida:

I ~ /t 1 f(t)exp[i(op + oc — 04)t]dt (4.12)

onde f(t) representa o produto das amplitudes de dois modos b e ¢ quaisquer. Pelo principio
da fase estacionaria (Majdaj 2003)), se f(t) variar numa escala mais lenta comparada com
a escala de variagao da fase da exponencial complexa, a integral acima é assintoticamente
pequena se a fase nao for estacionaria, ou seja, a integral é dominada pelos pontos no
espaco de frequéncias onde o, + 0. — 0, = 0. Essa condicao dificilmente é satisfeita, por
isso serao considerados tripletos que satisfagam essa condigao apenas de forma aproximada,
ou seja, o, + 0. — 0, &~ 0. A hipotese da amplitude dos modos variando numa escala lenta
comparada com a variacao temporal da fase dos mesmos estd intimamente ligada a hipdtese
de pequenas amplitudes (Raupp et al.| 2008) e é completamente satisfeita nos experimentos
numéricos apresentados nesta secao, como mostrado mais adiante.

Com isso, no regime de pequenas amplitudes, somente os modos b e ¢ que satisfazem

as seguintes condigoes de ressonancia com o modo a

0, = 0p + 0. (4.13)
Sq = Sp + S (4.14)
ko, = ky + k. (4.15)

As condigoes (4.13)-(4.15) somada a condicao de simetria meridional mencionada an-
teriormente, contribuem de forma expressiva para a evolugao nao-linear do modo a. Os

modos b, ¢ e a que satisfazem as condicoes acima constituem um tripleto ressonante.

4.3. Evolucao Temporal para um Iripleto Ressonante

O sistema (4.3)) descreve a evolugao temporal de todos os modos normais sujeitos as
interagoes fracamente nao-lineares. Para analisar isoladamente a interacao de apenas um
tripleto ressonante, é preciso truncar a expansao (4.1) para um conjunto de trés modos b,

¢ e a que satisfazem as condigoes de ressonancia enumeradas acima. Neste caso, o sistema

de equacoes (4.3)) reduz-se a:
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A

Eah = ia” A A, (4.16)
dt
A

Eb% — i A Al (4.17)
A

Ecd dtc =i A, A (4.18)

onde o simbolo * nas equagoes acima indicam o complexo conjugado das amplitudes espec-
trais e Ey, E. e E, correspondem a norma quadratica dos modos b, ¢ e a, respectivamente,
dadas por —. Note que no caso linear, onde as amplitudes A,, A, e A. nao
variam no tempo, F,, £y e E. representam as proprias energias dos modos. Os coeficientes

al ot e b em (4.16)-(4.18)) sao os coeficientes de interagao, expressos da seguinte forma:

a )

abe = <B (K,,, KC) ,Ka> (4.19)

O coeficiente o’ representa a influéncia que a interagio entre os modos b e ¢ tem sob
o modo a. Além disso, o valor do coeficiente o’ indica o quio forte é essa influéncia
Craik (1988). O sistema de equagoes (4.16)-(4.18) é um sistema bem conhecido e ja foi
estudado em varios outros contextos como nas areas de eletronica, fisica de plasma, ética
e mecanica de fluidos (Craikl, 1988]). A solugao analitica do sistema é dada em termos
das fungoes elipticas de Jacobi (Craik, [1988; |Abarbanel e Rabinovich, [1993; Raupp, 2006;
Raupp et al., 2008). Considerando que o modo a representa o modo com maior coeficiente
de interacdo (em valores absolutos) e o modo ¢ é o modo com menor coeficiente de interagao
e além disso supondo que a amplitude inicial do modo a é nula A,(t = 0) = AY = 0, tem-se
que nessas condigoes o periodo de troca de energia do tripleto depende de um parametro

m (Raupp et al., 2008):

ae By (Ap)°
ap® B, (A0)?

m =

(4.20)

onde A e A sao as amplitudes iniciais dos modos b e c.

Entretanto, para analisar as trocas de energia num tripleto ressonante para o modelo
aqui estudado é necessario primeiramente obter a lei de conservacao da energia total do
sistema fracamente naolinear representado por . Para tanto, basta projetar o sistema

(2.30]) no vetor estado u:
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0
(L. @) = (N (@), @) = = BT = O ((u', o w6 p')3) (4.21)
onde
£o / / / p/2 9/2
ET:/V(E( 2+02_’_w2)+p002 —}-p0N2 dVv (422)

Assim, a equacao (4.21]) mostra que, no regime de pequenas amplitudes, ET representa
o termo de ordem dominante da energia total do sistema. Substituindo o ansatz (4.1)
na expressao da energia total (4.22), obtém-se a identidade de Parseval para a energia de

ordem dominante:

ET =) E|Af (4.23)
b

Portanto a energia total de ordem dominante do sistema é igual a soma do quadrado das

amplitudes de cada modo multiplicada por sua respectiva energia Ej (do caso linearizado).

Dada a identidade de Parseval (4.23)), a partir do sistema (4.16])-(4.18|) é possivel obter

a equacao para a evolucao temporal da energia de cada modo do tripleto:

Ea%yAaP = 2iaff Tm(AyA.AL) (4.24)
d

Eb%‘AbP = —2iaj* Tm(A,A.A%) (4.25)
d

Ec%|Ac|2 = —2ia Tm(A,A.A%) (4.26)

onde o simbolo Im indica a parte imaginaria de seu argumento. Do sistema de equacoes

acima ¢é possivel ver que a energia total do tripleto serd conservada se os coeficientes de

be

e af e a satisfizerem a seguinte condigao:

interacao «

bt = af + (4.27)

a —

4.4. Determinacao de um Tripleto Ressonante

Kasahara e Qian| (2000) mostraram que no modelo descrito pelas equagoes (2.4)-(12.9):

os modos rotacionais (i.e., modos de baixa frequéncia) praticamente nao sao afetados pelos
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efeitos nao hidrostaticos; apenas os modos gravito-inerciais mais curtos, i.e., com nimeros
de onda zonal s > 400, sao afetados de forma significativa pelos efeitos nao hidrostaticos; e o
abandono da aproximacao hidrostatica resulta num terceiro tipo de solucao caracteristica
do modelo, os modos acustico-inerciais. Portanto, para estudar tripletos exclusivos da
versao nao hidrostatica do modelo, serd apresentado um estudo sobre as trocas de energia
entre um modo actstico-inercial de escala planetaria, um modo actstico inercial de pequena
escala espacial (s > 400) e um modo gravito-inercial também de pequena escala espacial
(s > 400).

Para determinar um tripleto ressonante composto por dois modos actstico-inerciais e
um modo gravito-inercial utilizou-se um método gréafico. Primeiramente foram obtidas
as curvas de dispersao dos modos actstico-inerciais com indice meridional [ = 0, modo
vertical k = 1 e com estrutura meridional simétrica e dos modos gravito-inerciais com
indice meridional [ = 0, modo vertical £ = 2 e com estrutura meridional simétrica. Dessa
forma, todos os modos da Figura satisfazem as condigoes de ressonancia meridional
e vertical. Dentre esses modos, é preciso determinar quais deles satisfazem as condicoes
de ressonancia no numero de onda zonal e na frequéncia temporal . Para
determinar esses modos deslocamos a origem da relagao de dispersao dos modos gravito-
inerciais num ponto da relacao de dispersao dos modos actstico-inerciais (Figura [4.1b]).

Em posse da Figura basta verificar onde as duas curvas se intersectam. O pri-
meiro ponto de interseccao, onde é colocada a origem da curva de dispersao dos modos
gravito-inerciais, ja corresponde ao primeiro modo do tripleto ressonante, que neste caso
corresponde a um modo acustico-inercial longo (s = 1). Através do segundo ponto de
interseccao nos obtemos os outros dois modos que satisfazem as condig¢oes e ,
sendo o primeiro modo um modo acustico-inercial curto e o segundo um modo gravito-
inercial curto. Assim, utilizando este método grafico determinou-se um tripleto composto
por um modo acustico-inercial com nimero de onda zonal s = 476, indice meridional [ = 0
e modo vertical £ = 1 (modo a), outro modo acustico-inercial com nimero de onda zonal
s = 1, indice meridional I = 0 e modo vertical £k =1 (modo b) e um modo gravito-inercial
com numero de onda zonal s = 475, indice meridional [ = 0 e modo vertical k = 2 (modo
¢) . Além disso a frequéncia desses modos sao dadas por o, = 6.293cHz, o, = 5.888cHz e

0. = 0.407cHz, respectivamente.
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Figura 4.1: As figuras acima sdo apenas diagramas representando método utilizado para obter os tripletos
ressonantes. Os valores nos eixos sdo apenas ilustrativos. Na figura [{.1a] temos a relagao de dispersao
dos modos gravito-inerciais (curva verde) e dos modos actstico-inerciais (curva vermelha) . A curva N
representa a frequéncia de Brunt-Vaisild (curva azul), que separa dos dois regimes citados. Na figura
temos a mesma figura, mas agora a origem da relagao de dispersao dos modos acustico inerciais esta
deslocada para cima.
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4.5.  Algumas solugoes particulares para a evolucao temporal de um

tripleto

O sistema de equagdes (4.16)),(4.17)) e (4.18)) apresenta algumas solugoes particulares que

ajudam a elucidar a dinamica das trocas de energia num tripleto ressonante. Primeiramente
serd analisada a estabilidade de apenas um dos modos A; , quando a amplitude dos outros
modos A, e Az sao pequenas quando comparadas com A;. Esta primeira andlise pode
ser considerada como a analise da estabilidade linear do sistema de equagoes considerado
Drazin e Reid (1981). Posteriormente, serd considerado o caso em que as amplitudes

A; i =1,2,3 sao reais e apresentam um comportamento periddico.

4.5.1. Estabilidade linear de apenas um modo

Para facilitar as manipulagoes matemética a seguir, o sistema (4.16]),(4.17) e (4.18) sera

reescrito da seguinte forma:

dA

Eld_tl = 7;041142143 (428)
dA

E2d_t2 = iCkQAlA; (429)
dA

Egd—tg = 7;05314114; (430)

onde Ay = A,, Ao =Aye As=A., E1 =FE,, F5 = FE, e E3 = FE,_; e o coeficientes ay, as e

ab

o , respectivamente.

a3 s30 os coeficientes o, af? e o

Assumindo que as amplitudes A; e Az sdo muito menores que a amplitude A; e que a

amplitude A; # 0 é constante, as equagoes (4.28)), (4.29)) e (4.30) podem ser reescritas da

seguinte forma:

%1 _0 (4.31)
EQ% oAl AL (4.32)
Egdd—ff’ — iog Ay Al (4.33)
B d:;;  ian AT A (4.34)
B, At a (4.35)
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O sistema de equacoes acima pode ser facilmente reduzido a um sistema de duas

equacoes diferenciais de segunda ordem:

d2A2 [0 D)0 %}

. 2
= E2E3|A1] A, (4.36)
d2A3 (6 D)0 %}

= A 2A 4.
dt2 E2E3| 1" As (4.37)

Desta forma torna-se evidente que As; e Az podem apresentar um comportamento
periédico ou um crescimento exponencial. Como E; > 0,i = 1,2,3 e |A;| > 0, entao
as amplitudes A;,7 = 2,3 apresentarao comportamento periddico se asaz < 0. Por outro
lado, se asag > 0, entao as amplitudes A;,7 = 2,3 apresentarao um crescimento exponen-
cial. Tratando-se de tripletos conservativos, ou seja, tripletos cujos coeficientes de interacao
satisfazem a relacao a; = ay + as, a andlise da estabilidade linear de um modo garante

que sempre havera o crescimento exponencial dos modos A;,7 = 2, 3.

4.5.2. Solucao particular para amplitudes reais

Nesta secao sera demonstrada explicitamente que, para um caso particular, a solucao
do sistema dinamico que descreve a evolucao temporal de um tripleto ressonante é dada
em termos das funcoes elipticas de Jacobi.

Utilizando a seguinte substituicao de variaveis

N (4.38)

onde os indices j, k e [ podem assumir os valores 1, 2 e 3. Dessa forma o sistema de

Aj%

equagoes (4.28)),(4.29) e (4.30) pode ser reescrito como

dA .

dtl = 1014243 (439)
dAy )

dt? _ ZO'QAlAg (440)
dAs )

dt3 _ 20'3141142 (441)

onde o coeficiente o; ¢ definido por
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o; = = sign (—) (4.42)
T ay/Ej E;
Como as amplitudes A; sao varidveis complexas, entao elas podem ser escritas na forma

polar como

A;(t) = b;(t) expn;(t) (4.43)

onde b;(t) = |A;(t)| e n;(t) é a fase da varidvel complexa. Na forma polar, o sistema de

equacoes acima pode ser reescrito como

% = 01bsb3sinn (4.44)
% = —05b1b3sinn (4.45)
% = —o3bibysiny (4.46)

As solugoes deste sistema de equagoes sao dadas em termos das fungoes elipticas de Jacobi
e as mesmas podem ser encontradas em |Craik| (1988). Nesta secao sera considerado o caso
em que a fase n é constante para ilustrar o método de obtencao da solugao analitica da
evolugao temporal de um dos modos que compoe um tripleto ressonante. No caso em que
a fase n é constante, o sistema de equacoes acima resulta nas equagoes de Euler do corpo
rigido na auséncia de torque, cuja solugao é bem conhecida (Landau e Lifshitz, 1976).
Para o caso em que a fase n é constante sera considerado que, sem perda de generalidade,
n = m/2. Além disso, serd considerado que o; > 0,7 = 1,2,3 (Craik, |1988). Portanto, o

sistema de equacoes acima torna-se

db
d_tl = Ulbgbg (448)
db
d_tQ == —O'lebg (449)
dbs = —03byby (4.50)

dt
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E possivel mostrar que o sistema de equagoes acima apresenta as seguintes quantidades

conservativas (i.e., relagdes de Manley-Rowe (Craik, [1988))

Oy = oyb] + b5 (4.51)
QQ = 01[)% + Ugbg (452)
Qg = O'ng - Ugb% (453)

Com as equagoes (4.51]) e (4.53)) é possivel mostrar que

Ulb% = Ql - O'ng (454)

Ugbg = —Qg + O'ng (455)

Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.49)), obtém-se

dby __ (Ql—_UQZ)%)m (M)m (4.56)

E 01 03

Utilizando a seguinte substituicao de variaveis

Q309

T =109

4.
5100 (4.57)

s = by, /% (4.58)
1

e definindo um parametro positivo k? < 1 (Whittaker e Watson), [1950; Landau e Lifshitz,
1976)

k== (4.59)

Com isso, a equacao (4.56|) torna-se

j—j = /(1 — s2)(1 — k2s2) (4.60)

A equacao acima pode ser escrita na forma da seguinte integral
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(4.61)

y ds
T:/o V-2 - FP)
Com isso, s = sn(T, k), onde a fungdo sn é o conhecida como seno eliptico de Jacobi.
Portanto, com o auxilio das equacoes e , a solucao do sistema que descreve
a evolucao temporal das amplitudes de um tripleto ressonante, quando oy = 09 = 03 sao

dadas por

Q Q

b=/ ten (4 30202t,k) (4.62)
01 0103
Q Q

by = 1/ —tsn [ 4/ 30202t,k> (4.63)
()] 0103
Q Q

by =1/ —dn | / 30202t,k> (4.64)
03 0103

onde as fungoes cn(t, k) e dn(r, k) sdo fungdes elipticas de Jacobi definidas por en(T, k) =

1 —sn2(1, k) e dn(1, k) = \/1 — k2sn2(1, k).

As funcoes elipticas de Jacobi sao fungoes transcendentais duplamente periédicas, onde
um dos periodos de oscilagao das fungoes sn e cn é 4K e um dos periodos da funcao dn é

2K, onde K é dado pela seguinte expressao (Whittaker e Watson, [1950)):

o / ! ds
o V-1 k2P

Além disso, as fungoes sn, cn e dn, no limite & — 0, resultam nas funcées trigo-
nométricas sin, cos e 1, respectivamente (Whittaker e Watson|, [1950).

Portanto, pela andlise da estabilidade linear mostrou-se que um tripleto conservativo
deve apresentar um comportamento explosivo, entretanto, a solucao analitica, quando
01 = 09 = 03, deve ser uma solucao periddica. Nesse sentido, podemos afirmar que a
nao-linearidade impede que a solucao tenha um crescimento exponencial e passe a ter um
comportamento periédico.

Este resultado também ¢ valido quando as amplitudes sao fungoes complexas do tempo
(Craik} [1988). Vale notar que a condigdo de ressonancia utilizada por (Craik (1988) é
01+ 09+ 03 = 0, e portanto, a condi¢ao para que a solucao seja periddica torna-se o; = 1

eoci=—1,1=23, ouo,=—-leoc;,=1,i=2,3.
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4.6. Resultados Numéricos

Nesta secao serd efetuada a integracao numérica do sistema de equacoes diferenciais
(4.16])-(4.18)) para o tripleto ressonante determinado no item anterior desta segao, composto

por dois modos acustico-inerciais e um modo gravito-inercial. Para isso é preciso calcular

be
a

be

< e as normas E,, E, e E.. Além

primeiramente os coeficientes de interacao a.’, aj® e «
disso, como o sistema de equagcoes diferenciais é de primeira ordem, é preciso conhecer a
amplitude no instante inicial de cada de modo AY, A9 e A% A integragao numérica foi
feita utilizando o método Leap-Frog com passo de tempo de um segundo. Uma vez que o
sistema estd resolvido, a identidade de Parseval serd utilizada para calcular a energia
de cada modo em cada instante de tempo.

Utilizando o método descrito na segaod.4]foi possivel determinar um tripleto ressonante
composto por dois modos actuistico-inerciais e um modo gravito-inercial (Tabela. Uma

vez determinado o tripleto é possivel calcular os coeficientes de interagao o, a’, e a,

ca
que sao dadas pela expressao e os valores numéricos dos coeficientes estao na Tabela
4.2l

Para poder integrar o sistema — é preciso conhecer os valores da energia de
cada um dos modos. Essas energias sao calculadas conforme descrito na Secao do
capitulo anterior. Na Tabela temos o valor das energias dos modos que compoem o
tripleto ressonante da Tabela [£.1] Ambos os calculos dos coeficientes de interagao e das
normas dos modos do tripleto ressonante foram feitos através do cdlculo numérico das

integrais envolvidas nesses calculos, onde utilizou-se 0 método de Simpson para a integral

na vertical e da quadratura de Gauss para a integral no dominio meridional.

Tabela 4.1 - Valores do nimero de onda zonal, indice meridional, modo vertical e o tipo de onda de cada

um dos elementos do tripleto analisado, assim como suas respectivas frequéncias temporais. Os modos sao

caracterizados, da esquerda para direita, pelo nimero de onda zonal, indice meridional, modo vertical e

o tipo de onda, i.e., actstico-inercial (AI) ou gravito-inercial(GI). A frequéncia o dos modos estd em cHz

(1072 Hz). Os valores das frequéncias apresentam trés algarismos significativos para ressaltar o fato de

que o tripleto satisfaz aproximadamente a condigao de ressonancia.

modo d modo b modo ¢ Oq o O

476,0,1, AT 1,0,1, Al 475,0,2,GI  6.293 5.888 0.407
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Tabela 4.2 - Valor numérico dos coeficientes de interacao dos modos que compoem o tripleto ressonante

da Tabela

aff agd afl’
402949545412.77 376739147812.07 26099317285.21

Tabela 4.3 - Valor numérico das normas (em Joules) dos modos que compdem o tripleto ressonante da

Tabela

E, Ey E.

1.3 x 10%° 1.3 x 10% 7.02 x 108

Por fim, é preciso definir os valores das amplitudes iniciais, i.e., A,(t = 0), Ay(t = 0)
e A(t = 0). Os valores das amplitudes foram escolhidos de tal forma que os valores
dos campos das perturbagoes de velocidade e pressao apresentassem valores fisicamente
razoaveis. Para estimar os valores das amplitudes foram definidos os valores maximos para
os campos de vento e pressao associados a essas amplitudes, com base na estrutura espacial
dos modos constituintes do tripleto ressonante. Além disso, foram escolhidos os valores
das amplitudes inicias de tal forma a explorar o comportamento das solugoes em funcao
do parametro m definido em ([4.20)).

As amplitudes iniciais do modos actstico-inercial curto (modo a), actustico-inercial
longo (modo b) e gravito-inercial (modo ¢) utilizadas nos trés experimentos sdo mostradas
nas Tabelas [4.4] e [4.8] assim como os méximos valores dos campos de vento e pressao
na superficie da Terra (z = 0) associados com essas amplitudes inicias. As Tabelas ,
e[4.9 referem-se aos complementos das Tabelas [4.4] [4.6] e [4.8] prespectivamente, mostrando
os maximos dos campos do vento e pressao no topo da atmosfera. Nas Tabelas [4.5]
[4.6] e[4.9]é possivel ver que os valores maximos das pertubacoes dos campos de ve-
locidade e pressao sao fisicamente razoaveis. No primeiro experimento, ilustrado na Figura
4.2] as amplitudes iniciais foram escolhidas para obter valores de m no regime 0 < m < 1.
No segundo experimento, ilustrado na Figura[4.3] foi estudado o regime em que 0 < m < 1
e no terceiro experimento, ilustrado na Figura [4.4] as amplitudes foram escolhidas para

obtermos um regime intermediario 0 < m < 1.
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E interessante notar que nos trés experimentos a energia do modo gravito-inercial variou
muito menos que a energia dos outros dois modos acustico-inerciais. Ou seja, o modo
gravito-inercial permite que os dois modos acustico-inerciais troquem energia, mas sua
energia é pouco afetada pelas duas ondas acustico-inerciais. A principal diferenca entre
os trés experimentos é o periodo das trocas de energia entre os modos. Outro aspecto
interessante é que a energia total do tripleto é conservada no tempo.

No primeiro experimento (0 < m < 1) o modo actstico-inercial a tem um aumento de
energia abrupto e mantém-se constante por aproximadamente quatro dias. Depois desse
periodo sua energia decai abruptamente voltando ao estado inicial. A energia do modo
acustico-inercial b possui um comportamento contrario ao comportamento do modo a. E
interessante notar que durante o periodo em que a energia do modo a esta constante ele
também retém toda a energia do tripleto.

No segundo experimento (0 < 7 < 1) o periodo de troca de energia é de aproxima-
damente um dia, i.e. muito menor que o periodo do primeiro experimento. Além disso, o
modo que retém a maior parte da energia é o modo gravito-inercial.

No terceiro experimento (0 < m < 1) vemos um comportamento intermedidrio entre
os dois outros experimentos. O modo gravito-inercial nao retém a maior parte da energia,
como no segundo experimento e o periodo de troca de energia é de aproximadamente uma
semana, i.e. maior que o do segundo experimento, mas ainda é muito menor que o do
primeiro experimento.

Para explorar as implicagoes fisicas dessas trocas de energia entre os modos acustico-
inerciais por meio do modo gravidade-inercial analisou-se a evolucao temporal das per-
tubagbes do campo de vento zonal e vertical associadas ao modo ¢ (gravito-inercial) e
ao modo a (modo acustico-inercial), respectivamente. Esta escolha foi feita baseada na
energética dos modos normais do problema linearizado, pois os modos acustico-inerciais
retém a maior parte de sua energia na forma de energia cinética vertical enquanto os modos
gravito-inerciais retém a maior parte de sua energia na forma de energia cinética zonal.
Além disso, foi levado em consideragao que o modo a possui uma altura equivalente de
72156.82 metros enquanto, o modo ¢ possui altura equivalente de 303.15 metros. Portanto
o modo ¢ é mais equatorialmente confinado que o modo a, pois, de acordo com a teoria
da Maré de Laplace que descreve a estrutura meridional dos modos normais (Kasahara,

1976, [1977), modos com altura equivalente menores sao mais equatorialmente confinados,
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enquanto modos com altura equivalente maiores que a altura equivalente do modo ex-
terno (H, = 10km) possuem uma estrutura mais global. Quanto a estrutura vertical, o
modo a possui a estrutura do primeiro modo baroclinico (k = 1) e, portanto, a méxima
contribuicao deste modo na vertical serd no nivel z = 0.5zp. Por outro lado, o modo ¢
possui a estrutura vertical do segundo modo baroclinico (k = 2) e, portanto, a maxima
contribuicao deste modo na vertical sera nos niveis z = 0.25zr e z = 0.752z¢. Utilizando
as condigoes iniciais do primeiro experimento numérico e baseado nos aspectos menciona-
dos acima decidimos analisar a evolucao temporal do campo de vento zonal gerado pelo
modo ¢ na regiao equatorial e no nivel vertical z = 9000 metros e analisamos a evolugao
temporal do campo de vento vertical gerado pelo modo a na latitude ¢ = 10°S e no nivel
vertical z = 4500 metros. Na Figura [4.5] é possivel ver que as amplitudes das oscilagoes
de alta frequéncia das perturbacoes dos campos de vento zonal e vertical, associadas com
a propagacao de fase dos modos b e a, sdo moduladas pelas trocas de energia (Figura
entre esses modos do tripleto ressonante. Vale ressaltar que as oscilacoes dentro do
envoltorio associadas com a propagacao de fase dos modos nao sao visiveis na escala de
tempo da Figura[d.5 porque os modos acustico-inerciais e gravito-inerciais aqui analisados

sao modos de altissima frequéncia, com periodos de 15.8s, 16.98s e 245.75s.

Tabela 4.4 - Valores das amplitudes iniciais utilizadas no experimento numérico ilustrado na Figura
As variaveis ug, ws e ps representam os maiores valores, em superficie, das pertubagoes da velocidade
horizontal, vertical e pressao, respectivamente. Esses valores estao associados a amplitude inicial de cada

um dos modos. As velocidades estdo em m/s e a pressao estd em hPa

Modo | A° Usg Ws Ds

d 0.00 0.00 0.00 0.00

b 1.79 x 1078 | 2.79 x 1072 | 2.55 1.07 x 10t
I¢ 2.04x 1072655 x 1071 [1.36 x 107! | 5.17 x 10!
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Tabela 4.5 - Esta tabela refere-se ao experimento ilustrado na Figura e é apenas a continuacao da
Tabela As varidveis ur, wr e pr sdo os maiores valores, no topo da atmosfera, das perturbacoes da
velocidade horizontal, vertical e pressdo, respectivamente. As velocidades estdo em m/s e a pressao estd

em hPa. E m é o parametro dado pela expressao (4.20).

Modo | ur W pr m
d 0.00 0.00 0.00 0.99
b 9.58 x 1072 | 9.00 3.04

C 2.31 4.80 x 1071 [ 1.46 x 10!

Tabela 4.6 - Valores das amplitudes iniciais utilizadas no experimento numérico ilustrado na Figura
As varidveis ug, ws e ps representam os maiores valores, em superficie, das pertubagoes da velocidade
horizontal, vertical e pressao, respectivamente. Esses valores estao associados a amplitude inicial de cada

um dos modos. As velocidades estdo em m/s e a pressao estd em hPa

Modo | A° Usg W Ds

a 0.00 0.00 0.00 0.00
b 1.08 x 1078 | 1.70 x 1073 | 1.55 6.93
c 9.35 x 1072 | 3.00 6.22 x 1071 | 2.37

Tabela 4.7 - Esta tabela refere-se ao experimento ilustrado na Figura e é apenas a continuacao da
Tabela As varidveis ur, wr e py sao os maiores valores, no topo da atmosfera, das perturbacoes da
velocidade horizontal, vertical e pressao, respectivamente. As velocidades estdo em m/s e a pressao estd

em hPa. E m é o parametro dado pela expressao (4.20).

Modo | ur wr | Pr m

a 0.00 0.00 | 0.00 4.76 x 1072
b 6.00 x 1072 | 5.48 | 1.85

c 1.06 x 10 | 2.20 | 6.71 x 107!
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Tabela 4.8 - Valores das amplitudes iniciais utilizadas no experimento numérico ilustrado na Figura
As variaveis ug, ws e ps representam os maiores valores, em superficie, das pertubagoes da velocidade
horizontal, vertical e pressao, respectivamente. Esses valores estao associados a amplitude inicial de cada

um dos modos. As velocidades estdo em m/s e a pressao estd em hPa

MOdO AO us ws ps

a 0.00 0.00 0.00 0.00

b 1.78 x 1078 | 2.79 x 1072 | 2.55 1.07 x 10t
c 2.65x 1072852 x 1071 | 1.77 x 1071 | 6.73 x 107!

Tabela 4.9 - Esta tabela refere-se ao experimento ilustrado na Figura e é apenas a continuagao da
Tabela As varidveis up, wr e pr sao os maiores valores, no topo da atmosfera, das perturbacoes da
velocidade horizontal, vertical e pressao, respectivamente. As velocidades estdo em m/s e a pressdo estd

em hPa. E m é o pardmetro dado pela expressao (4.20)).

Modo | ur W pr m
a 0.00 0.00 0.00 0.59
b 9.58 x 1072 | 9.00 3.04

c 3.01 6.24 x 1071 [ 1.91 x 107!
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Figura 4.2: Nesta figura temos as trocas de energias de um tripleto ressonante referentes ao primeiro

experimento (0 < m < 1). Note que o modo a da figura representa o modo a do texto.
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modo b (1,0, LA} ——
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Figura 4.3: Nesta figura temos as trocas de energias de um tripleto ressonante referentes ao segundo

experimento (0 < m < 1). Note que o modo a da figura representa o modo a do texto.
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50000 _ | T modo a (476,0,1Al) ——
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Figura 4.4: Nesta figura temos as trocas de energias de um tripleto ressonante referentes ao terceiro
experimento (0 < m < 1). Note que o modo a da figura representa o modo a do texto.
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Figura 4.5: Evolucao temporal da perturbacao do campo do vento vertical em ¢ = 10°5, no nivel vertical
z = 9000m e da perturbagdo do campo do vento zonal em ¢ = 0°, no nivel vertical z = 4500m. A
velocidade estd em m/s e o tempo estd em dias. Nao é possivel ver a oscilagao interna ao envoltério devido
a escala de tempo do gréfico.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho, com o modelo e a metodologia proposta por Kasahara e Qian| (2000)), foi
realizado um estudo sobre a energética de um modelo global, nao-hidrostatico, compressivel
e baroclinico.

Uma das principais diferencas entre modelo das equagdes primitivas (Phillips, [1990)) e
a versao nao hidrostatica desse modelo (Kasahara e Qian, 2000), é a presenga dos modos
acustico-inerciais no modelo nao-hidrostatico. A energia dos modos actstico-inerciais esta
concentrada nas energias cinética vertical e na energia eldastica. Além disso, a energia
cinética vertical aumenta, enquanto a energia elastica diminui com o aumento do niimero de
onda zonal s. A energética dos modos gravito-inerciais no caso nao-hidrostatico apresentou
muita semelhanca com a energética dos modos gravito-inerciais no caso hidrostatico. A
diferenca entre os dois casos comecam a aparecer para modos com numero de onda zonal
maiores, ou seja, para modos mais curtos. Este tltimo resultado era esperado, pois a
relacao de dispersao dos modos gravito-inerciais nao-hidrostaticos diferencia-se do caso
hidrostatico, apenas para os modos mais curtos, onde o médulo da frequéncia dessas ondas
¢ limitada superiormente pela frequéncia de Brunt-Vaisila (Kasahara e Qian) 2000).

Além da energética linear, foi realizado um estudo das interacoes fracamente nao-
lineares permitidas pelo modelo. Mais especificamente, analisou-se as trocas de energia
de um tripleto ressonante composto por dois modos acustico-inerciais e um modo gravito-
inercial. Primeiramente as variaveis dinamicas foram representadas por um estado béasico
hidrostatico e isotérmico sobreposto por uma perturbacao. Mas diferentemente da analise
feita por [Kasahara e Qianl (2000)), os termos de segunda ordem foram retidos no sistema.
Para resolver o sistema contendo as nao-linearidades quadraticas utilizou-se o método de

Galerkin, com as solucoes caracteristicas do sistema linearizado atuando como funcoes
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base. Analisando a dinamica reduzida para um unico tripleto ressonante composto por
dois modos actstico-inerciais e um modo gravito-inercial, foi possivel mostrar que modos
de altissima frequéncia (com periodos de aproximadamente 15 segundos) podem reali-
zar trocas de energia numa escala de tempo muito maior que o periodo associado com a
propagacao de fase desses modos. A escala de tempo das trocas de energia do tripleto
estudado variou desde valores préximos ao ciclo diurno (Figura até valores de quase
vinte dias (Figura . Além disso, mostrou-se que essas trocas de energia modulam as
oscilagoes de alta frequéncia nas perturbagoes dos campos de vento e pressao associadas
com a propagacao de fase dos modos acustico-inerciais. Portanto, neste modelo simpli-
ficado, foi possivel mostrar que os modos actstico-inerciais, que sao modos de altissima
frequéncia e que costumam ser filtrados e/ou eliminados dos modelos numéricos de pre-
visao do tempo, podem influenciar fendmenos de escala sindtica e até fenomenos de escala
intrasazonal, através da interacao triadica entre dois modos acustico-inerciais e um modo
gravito-inercial.

Em trabalhos futuros é possivel estudar a energética dos modos normais modelo, con-
siderando os modos com topo atmosférico z; — 00, que corresponde as autofunc¢oes com
modo vertical k£ = 0 e estudar as interagoes fracamente nao-lineares para este caso. Como
no caso do topo atmosférico infinito, as curvas de dispersao dos modos acustico-inerciais
e gravito-inerciais aproximam-se mais da frequéncia de Brunt-Vaiséala, existe a possibi-
lidade de que um modo de Rossby interaja com um modo actstico-inercial e um modo
gravito-inercial, formando um tripleto quase-ressonante, ou seja, um tripleto que satis-
faz as condigoes de ressonancia de forma aproximada. Outra possibilidade de estudo ¢é a
utilizagao do formalismo Hamiltoniano para descrever o sistema de equagoes considerado
neste trabalho. Ao utilizar o formalismo Hamiltoniano a relagdo entre simetrias e leis de
conservacao torna-se explicita, o que facilita o estudo de quantidades conservadas pelo
sistema fisico em estudo (Goldstein) |1980; Landau e Lifshitz, [1976). A aplicagao do forma-
lismo Hamiltoniano em fluidos requer um refinamento da matematica envolvida (Arnol’d,
1989; |Shepherd, [1990; |Olver, |2000)). O formalismo Hamiltoniano foi utilizado com sucesso
em problemas de dinamica de fluidos geofisicos (Salmon, [1998; Morrison, 1982} |Scinocca e
Shepherd,, (1992; Ripa et al., 2003)). Além disso, com o formalismo Hamiltoniano é possivel
aprofundar o estudo das interacoes nao-lineares entre os modos normais do modelo em

estudo (Bustamante e Kartashoval, 2009; Kartashoval, 2011)).
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